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Prologo

Desde que en 1903, Josiah Willard Gibbs acufiara el nom-
bre de Mecénica Estadistica para designar a la rama de la fisica
que estudia el comportamiento de sistemas macroscopicos cons-
tituidos por una cantidad estadisticamente significativa de com-
ponentes equivalentes, realizando hipoétesis sobre los elementos
que los conforman y sus interacciones mutuas, su importancia no
ha dejado de crecer. En efecto, hoy en dia no parece imaginable
un plan de estudios para formar licenciados en Fisica que pres-
cinda de una asignatura destinada a tal efecto. Esto es particular-
mente cierto en la Universidad Nacional de San Luis (UNSL),
donde la presencia de grupos de investigacion dedicados a utilizar
la Mecanica Estadistica como metodologia para sus desarrollos
cientificos es una caracteristica del Departamento de Fisica de di-
cha Institucion. Tal situacidn tiene un claro origen y un precursor
que gener0 el surgimiento de ese interés por la disciplina; el Dr.
Jorge Andrés Zgrablich, nuestro querido Giorgio.

Giorgio conducia un grupo germinal de estudios en el area
y de manera paralela dictaba el curso de Mecénica Estadistica que
entusiasmaba a los jovenes que éramos sus estudiantes a intere-
sarse cada vez mas en el tema. Ese grupo de investigacion crecio
y se volvio una referencia regional e internacional y convirtié a la
Mecénica Estadistica en una asignatura de gran importancia en
nuestra carrera de Licenciatura en Fisica (me refiero a la de la
UNSL). Como fruto de tan rica experiencia surgio el libro “Ele-
mentos de Mecanica Estadistica” (ISBN de la obra: 978-607-477-
058-2) que publicé en 2009 la Universidad Auténoma Metropoli-
tana de México. El libro tiene el sello y el estilo de su autor y
constituye un verdadero curso introductorio donde, adicional-
mente, se proveen los elementos necesarios para que el futuro pro-
fesional los utilice en su proceso de investigacion. Estos apuntes
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de clase muestran no solo el formalismo tradicional, sino que la
disciplina esta viva y es de actualidad a través de la discusion, en
el texto, de temas de reciente aparicion en la literatura. Un gran
mérito de la obra es ofrecer una coleccién de problemas bastante
abarcativa donde se evidencia que muchos de ellos han sido esco-
gidos con la intencion que el estudiante ejercite su capacidad de
razonamiento, evitando la mera aplicacion de los resultados obte-
nidos en el desarrollo de la teoria. También se cuenta con planteos
que estimulan al estudiantado a recurrir a fuentes bibliograficas
complementarias para lograr resolverlos. Asi, los problemas plan-
teados en cada capitulo no son solo ejemplos de aplicacion de la
teoria, sino que constituyen desafios que complementan el pro-
ceso ensefianza-aprendizaje e invitan a acercarse a la disciplina
desde una concepcion mas “profesional”. Todos estos ingredien-
tes hicieron que el curso de Giorgio tuviera gran prestigio y reci-
biera invitaciones para ser dictado en diferentes universidades
extranjeras.

A principios de la primer década del presente milenio se
incorpord al grupo de investigacion Valeria Cecilia Cornette,
quien realizé su tesina de grado y su doctorado en la discusion del
efecto de la influencia del tamafio y forma del objeto percolante
en los parametros que caracterizan el problema clésico de perco-
lacion en dos dimensiones. Adicionalmente, Valeria cumplia sus
funciones docentes como ayudante en la catedra de Giorgio. Para
todos era evidente, para sus alumnos aun mas que para el resto,
que le aportaba a las clases su dosis de compromiso, alegria, co-
nocimientos y humanidad con que Valeria encara todos sus desa-
fios. Su aporte a la catedra de “Mecanica Estadistica” era
relevante y su desarrollo profesional era absolutamente compati-
ble con la temética. Con el paso del tiempo Valeria asumio la res-
ponsabilidad del dictado de la asignatura, un pilar importante de
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nuestra Licenciatura en Fisica y lo hizo con mucha solvencia y
expertiz. Quizas le haya agregado un mayor formalismo a sus cla-
ses. Fruto de esa diaria busqueda de la mejora continua surge este
libro que compendia los problemas resueltos que proponia Gior-
gio en su “Elementos de Mecénica Estadistica” y que, obviamente
resulta un complemento esencial de aquel.

Esta obra esta dividida en cinco capitulos. Los primeros
tres destacan los fundamentos de los ensambles microcanonicos,
candnicos y canonicos generalizados sentando las bases teoricas
fundamentales de cualquier desarrollo posterior que los utilice
como marco de referencia. Una vez estudiados los sistemas de
particulas clasicas se pasa al desarrollo del equilibrio entre fases
y especies quimicas y, finalmente, al estudio de sistemas de par-
ticulas cuénticas. Los problemas se ofrecen resueltos con toda
puntillosidad y detalle brindando la posibilidad al estudiante de
cotejar la teoria aprendida en una aplicacion practica, la mas de
las veces de interés propio. El aporte de Valeria complementa la
obra de Giorgio y la hace méas autocontenida y, finalmente repre-
senta un recurso pedagdgico que disfrutaran generaciones de es-
tudiantes, muy especialmente aquellos de la UNSL.

Quienes conocemos a Valeria sabemos del profesiona-
lismo, respeto y rigor con que ha encarado este desafio. Sepa el
lector que esta obra no esta exenta de pasién por lo que se hace y
se deja como legado.

Dr. Félix Daniel Nieto Quintas

viii



Al Lector:

Este libro, como su nombre lo indica, presenta una coleccion
de problemas de Mecanica estadistica en el equilibrio. La fuente
principal de los enunciados propuestos en los diferentes ejercicios
puede ser encontrada en el libro de texto “Elementos de Mecénica
Estadistica” de Giorgio Zgrablich, sin embargo, algunos de estos
enunciados también se encuentran en otros libros de Mecénica
Estadistica como: “Thermodynamics and an Introduction to Ther-
mostatistics” de Callen, Herbert B. y “Fundamentals of Statistical
and Thermal Physics” de Reif, F.

Esta coleccion de problemas engloba los principales temas
de estudio que el estudiante encontrara en un curso de Mecanica
Estadistica, por lo que constituye un material complementario, en
el cual podré aplicar los conceptos estudiados a la resolucion de
los mismos.

Como se menciona en el prélogo, muchos de los planteos
propuestos representan desafios en los que invito al lector a pro-
poner soluciones alternativas, discutir los resultados e ir mas alla
de las preguntas especificamente planteadas en los enunciados, y
en este proceso, espero, pueda descubrir y disfrutar lo apasionante
de la Mecénica Estadistica.
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Capitulo 1

Ensamble Microcanonico



Ensamble Microcanonico Problema 1

Problema 1

“Tres espines”

Consideremos un sistema de tres espines no interactuantes en
equilibrio con un campo magnético H (este sistema no es real-
mente macroscépico, pero resulta ilustrativo). Cada espin puede
estar solamente con dos orientaciones: paralelo a H, con momento
magnético P y energia -pH, o antiparalelo con momento magne-
tico - y energia pH.

a) Enumere e identifique todos los estados posibles del sistema.
b) Si se conoce que el sistema tiene una energia -pH:
i. ¢Cudles son los estados accesibles?

ii. ¢Cudl es la probabilidad de que el 1* espin esté paralelo al
campo?

iii. ¢Cudl es el momento magnético medio de ese espin?

Resolucion

Parte a

Dado que los estados posibles de cada espin son:
T paralelo a H.

! antiparalelo a H.

Los estados posibles para un sistema compuesto de tres espines
no interactuantes son:

D11 5) Tilals



Ensamble Microcanonico Problema 1

MMl 6)lil,Ts
) TilTs N iTyls
ATy 8)lilyls

Podemos pensar la situacion como si quisiéramos ordenar N ob-
jetos distinguibles (espines) en M cajas humeradas (estados posi-
bles), sin restriccion de objetos por cajas.

N° de formas de ordenar=M"
En este caso: M=2 (orientacion de los espines).
N=3 (N° de espines distinguibles).
Por lo tanto, el N° de estados posibles del sistema=23=8.
Parte b

Consideramos que el sistema compuesto de tres espines no inter-
actuantes tiene energia U=-pH.

i. Los estados accesibles del sistema que tienen energia -uH
son:

2) 117245

3) T1daTs

4) 411,75
Cada espin paralelo al campo aporta al sistema una energia -puH
mientras que cada espin antiparalelo al campo aporta una energia

pH. Por lo tanto, los estados accesibles son aquellos que conten-
gan 2 espines paralelos al campo y uno antiparalelo siendo:



Ensamble Microcanonico Problema 2

U=—-pH —pH + pH = —pH

ii. La probabilidad de que el 1* espin este paralelo al campo

(tener en cuenta los estados accesibles del punto i) seré:

P (1) =2 porlotanto, P (4;) =2

iii. Podemos calcular el momento magnético medio del 1*" es-
pin a partir de sus probabilidades:

2
(W) = ) P = uP(1) = P(L)

() = 2 1_1
u —.Ug Mg—g#
)_1
.U—Bﬂ

Problema 2

“Osciladores Armonicos”

a) Un sistema esta compuesto por dos osciladores armdénicos de
frecuencia natural wo, cada uno tiene energias permitidas (n + %2)
hwo (n es un entero mayor o igual a cero). Calcule el nimero de
estados accesibles y la entropia.

b) Un segundo sistema se compone de dos osciladores armonicos
de frecuencia natural 2mo. Calcule el nimero de estados accesi-
bles y la entropia.



Ensamble Microcanonico Problema 2

c¢) Muestre que la entropia del sistema compuesto de los dos sub-
sistemas anteriores separados por un tabique totalmente aislante
es:

e
Stot = kBln 2}_12—(002

Resolucién
Parte a

Consideramos N osciladores unidimensionales. Cada oscilador
puede tener energias E= (n + %2) /iwo (n=>0). El sistema tiene una
energia €.

1
€= ) E =) m+ E)hwo

N N
i=1 =1

i

= 1 S Nhoy
€= Z(nihmo + Eth) = hmoz n; + >
i=1

i=1

El nimero de cuantos M para distribuir en N osciladores es:

N
M_z _ e N
Y ni_hwo 2

=1

El nimero de estados accesibles sera:
g N
_M+N-1)! (h—wo—7+N—1)’

- M!(N-1D _<h9_a;0_%)!(N—1)!

)

5



Ensamble Microcanonico

Problema 2

Para N=2:
€ g€ (¢
oy (Fey)! :h—%(h—%*)!
(8_'_1>|(1)| (8_,_1)|
hw T hw, '

)

€

)

- hw,

De la definicion microscopica de la entropia S = kgzInQ, obte-

nemos:

1

S = kBlTl (m

0

=)

Parte b

Trabajamos de forma analoga al sistema anterior. Siendo ¢” la

energia del sistema, podemos escribir:

N

N

1
£ = Z(nl- +2)2hwy = 2ha, z n; + Nho,

=1

=1

N
M _ z _ s” N
~ LM T Zhe, 2
=1
El nimero de estados accesibles sera:
g” N
g o MAN-D (—zhw0—7+N—1)!
- MI(N-1) (& N
( ) <2hw0_7>!(N_1)!

6



Ensamble Microcanonico Problema 2

Para N=2:
<€_> ! & (8_ _ 1) !
Q= 2hw, )’ _ 2hwy \2hw, '
8u - E"
(g~ 1)@ (g 1)!
. E"
"~ 2hw,
Y la entropia
S" = kyl ( e )
= gt 2hw,

Parte c

e Consideramos un sistema compuesto de los dos subsistemas
anteriores separados por un tabique totalmente aislante.

e Cada subsistema se puede considerar estadisticamente inde-
pendiente, siendo el numero accesibles del sistema compuesto
igual a:

QTOt — Q} Q"

Por lo tanto, la entropia total sera:

Srot = kplnQry,



Ensamble Microcanonico Problema 3

)’ ”

€ €
STOt = kBan' Q" = kBlTl (h_a)o Zhwo)

)y n

€€
Stor = thl(znZam2>

Problema 3

“Calor especifico (Modelo de Einstein)”

Calcular el calor especifico molar en el modelo de Einstein de un
solido cristalino. Mostrar que tiende a 3R a altas temperaturas y
que se comporta exponencialmente cerca de T=0, calculando el
término exponencial mas importante. (R = ksNa, Na = n° de Avo-
gadro).

Resolucion

Desde el nimero de estados accesibles para el modelo de Einstein
dado por:

B (3N+U/hwo)!
= mEry 43

siendo N = NN, , N, : Nimero de Avogadro

" Esta expresion puede ser encontrada en varios libros de texto(Callen 1985; Zgrablich 2009).

8



Ensamble Microcanonico Problema 3

Para calcular el calor especifico molar, obtendremos una expre-
sion para la entropia en funcion de U, y a partir de ésta obtendre-

mos ¢, = Z—’T‘ , donde u= U/N, es la energia por oscilador.

De la definicion de entropia S = kgzlnQ y la ecuacion (1.3.1) ob-
tenemos la expresion:

u u Ug
S= 3Rln<1 +—) +3R S (1 + 29
Uy Uy u
siendo R=N, kg ¥ uy, = 3N, hw,.

Obtenemos una expresion para la energia como funcion de T a
partir de la relacion termodindmica (a_s) =21, operando se ob-

ou 174 T

tiene:

u
u=-——— (132)

e3RT — 1

. . ]
A partir de esta ecuacion podemos calcular ¢, = (ﬁ)
14

2 _Uo_
TE e3RT
cy = 3R (—) —————— (1.3.3)
(sF-1)

Siendo Ty = hkﬂ la temperatura de Eisnstein.
B

e Analisis a Temperaturas Altas (T>>Tg)

Desarrollamos en serie el término exponencial de la ecuacién
n
(1.3.3). Dado e* = yo°_, )

n!

1
,donde x = = yc==2.
T 3R

9



Ensamble Microcandnico Problema 3

(cx)? | (cx)®
21 3l

e*=1+cx+ + -

(cx)? | (cx)®
21 3l

e*—1=cx+ + -

1 . , .
Cuando T>>Tg = x = 70, despreciamos los términos de la
serie a partir de la 2% potencia.

Para T>>T¢

¢, ~3R(1+0) = 3R

o Andlisis a Temperaturas Bajas (T—0)

. . Uo_
Cuando T—0 el término exponencial se hace muy grande (esrr >>
1), analizando la ecuacién (1.3.3) con esta condicién obtenemos:

_Uo_

Tg\> e3RT Te\* _Te
CVz3R<7) 2%3R<7)e T




Ensamble Microcanonico Problema 4

El modelo de Einstein predice una dependencia del tipo exponen-
cial de cy a bajas temperaturas, apartandose de los datos encon-
trados experimentalmente, los cuales presentan una dependencia
de ¢, ~T® (Figura 1.3.1).

B Cu
1.04 o A
c,/3R A Ag
¥ Pb
==+ Modelo De Einstein

0.8+

0.6- o

0.4- S

024 !

0.0+ % : . .
00 02 04 06 08 10 12 14

TITE

Figura 1.3.1: Calor especifico en funcion de la temperatura para di-
ferentes sélidos (simbolos) y la aproximacién del modelo de Einstein
(linea de trazos).

Problema 4

“Numero Cuantico medio (Modelo de Einstein)”

Obtener el nimero cuantico medio, (n), de un oscilador de Einstein
en funcion de la temperatura. Ignorando el hecho de que el cristal
se funde para valores grandes de keT / hw,, , calcular (n) para keT
/hwy =0, 1, 2, 3, 4, 10, 50, 100.

11



Ensamble Microcanonico Problema 4

Resolucion

El valor medio de la energia por oscilador esta dada por:

Uy
U = —p—
e3RT — 1
Siendo u=U/N, u, = 3N, hw, y R = N4 k. Podemos reescribir
la ecuacion anterior como:

3N, hw,
3Ny hwo
e3NakgT — 1

u =

hw,

hw,
eksT — 1

u' =

Donde hemos llamado v’ =u/3Na. La cantidad hw, /kg, €S cono-
cida como la temperatura de Einstein (Te) del cristal y general-
mente es del orden de magnitud de la temperatura de fusién del
solido. Dado que la energia de un oscilador de Einstein es
U=nhw,, entonces la energia media por oscilador serd u' =
(n)hw,.

Por lo tanto:
n) = —5—
eksT — 1

Valores de (n) para distintos valores de ks T / hw, =T/Te

*Ver ecuacion (1.3.2)

12



Ensamble Microcandnico Problema 5

T/TE (n)
0 0
1 0.58197671
2 1.54149408
3 2.52772647
4 3.52081166
10 9.50833194
50 49.5016667
100 | 99.5008333

Podemos observar de los valores de la tabla que un sélido se
funde antes de que los osciladores de Einstein alcancen un ni-
mero cuantico promedio apreciablemente mayor que 1.

Problema 5

“Modelo de Einstein modificado”

El modelo de Einstein puede mejorarse suponiendo que la fre-
cuencia w, depende del volumen molar del cristal de la forma:

w, = w,° — Aln(v/v,) (1.5.1)
a) Calcular la compresibilidad isotérmica del cristal.

b) Calcular el calor transferido si un mol del cristal es comprimido
a temperatura constante desde v; a vr.

13



Ensamble Microcanonico Problema 5

Resolucion
Parte a
P . . . . 10V
La compresibilidad isotérmica esté dada por: K = —= (—)
v \or/r
. (3U
Dada la relacion (5)5 =—P

Siendo U = nhw,

Reemplazamos la frecuencia por la expresion (1.5.1);

U

— 0 _ - -
U =nhlw,” —Aln(v/vy)] - n= PCRTE (1.5.2)
U = nhw,’ — nhAln(v/v,)
Uy — _ Vo)L _ _mhd_ _
entonces — (5)5 = —nhA (v ) =T, = P (1.5.3)
Despejamos v como funciébnde P - v = ’%
(817) nhA 1 (817) nhA 154
— =——=K=——|==] =— 5.
oP/¢ p2 v\dP/;y vP? ( )

Reemplazando la expresion encontrada en (1.5.3) obtenemos una
expresion para la compresibilidad isotérmica.

1
K=5 (155)

14



Ensamble Microcanonico Problema 5

Si reemplazamos el nimero de cuantos de la expresion (1.5.2) en
(1.5.4)

K — hA U
~ pP2 hlw,? — Aln(v/vy)]
Y siendo
3Nhw,
= hw,
eksT — 1

Con w, = w,° — Aln(v/vy)

Podemos eliminar U para expresar el resultado en funcién de va-
riables medibles.

K= A 3Nh
~ pPp2 h[wOO—Aln(vlo)]

e kT -1

Reemplazando la compresibilidad por el resultado encontrado en
la ecuacion (1.5.5) podemos encontrar una ecuacion de P vs v/

1A 3Nh
P vp2 h[wOO—Aln(Vlo)]
e  ksT

-1

* Expresion de energia encontrada en el formalismo Microcanénico (Zgrablich 2009).

T Procedimiento de verificacion propuesto por el Prof. Enrique Miranda. CONICET - CCT
Mendoza.

15



Ensamble Microcanonico Problema 5

b= 1 . / 3NAh
v \ h[moo—Aln(J—O)]
e kT -1

Parte b

El calor transferido a temperatura constante puede ser calculado a
partir del primer principio de la termodinamica, siendo dU=0;

dQ = Pdv
0 f"fl 3NAh p
= —_ v
vi V h[woo—Aln(J—o)]
e kpT -1

Esta integral puede ser resuelta realizando algunos cambios de va-
riables. Renombramos algunas constantes:

A, = 3NAR; A, = 29" 4 =04
kT kT
Q f i 4 d
= —_ v
b U eAz—A3ln(vlo) _1

u

_ eAz—A3ln(1}/—O) 1

dv v As; (u+1)

16



Ensamble Microcanonico Problema 5

A f"f du
0= As),; (u+1u
Ay (Y du Ay (Vdx

¢= Az Jy; (%+1)u2_‘4_3 vi X

Siendo x:(% + 1)

Ay 1 vl Ay 1+w\|v
=a Gl =2 o)
¢ A3[n u v; As n u v;
4
Q _é l AZ—A3lTl(V—) vf
A Ap—Asin(-) 1] v




Ensamble Microcanonico Problema 6

h[(uoo—Aln(Z—g)]
) ) e ﬂ e ksT  —1
0 = 3Nh [wao Al"( L) PR h[wo?-atn(L)]
e ksT  —1
Problema 6

“Modelo de dos estados”

En el modelo de dos estados, considere que la energia € del estado
excitado de un &tomo depende de su distancia media de otros ato-
mos vecinos, de tal forma que:

a vV

E=—3 vV==

vY N
donde a y y son constantes positivas. Mostrar que la ecuacion de
estado del sistema es:

P = (20 o) 4 1]_1

vy+1

(P = presidn). Esto se conoce como el modelo de Gruneisen de un
solido,y = parametro de Gruneisen.

Resolucion

Los atomos tienen dos estados de energia accesibles. Donde la

energia del estado excitado esta dada por & = :—y .

18



Ensamble Microcanonico Problema 6

Aplicando el formalismo Microcanénico podemos encontrar el
numero de estados accesibles al sistema.

N!

DDy

Y por lo tanto la entropia serd S = kglnQ.

Aplicando la aproximacion de Stirling obtenemos la siguiente ex-
presion.

5= tafjy ~in (2) = (=) (43

Primero obtendremos una expresién para la energia.

-z oS 1
Dada la relacion —| ==
ou 174 T

S

Ne¢
U=——— (1.6.1)

eksT + 1
., 0S P 108 p
Dada larelacion —| ==-- ——| ==;
avly T N ovly T

Reemplazamos el valor de € en la expresion de la entropia y deri-
vamos respecto V.

19



Ensamble Microcanonico Problema 6

05724 05724 05724 05724
5 = by it =2 10 (220 — (= 2 (- 22|
a a a a

S
v

_kBvaV‘ll (Na ) PN
= "\vvr T

U a

TkyyUv?Y~1 Na
P = 14 ln(

-1 1.6.2
aN UvY ) ( )

Finalmente reemplazamos (1.6.1) en (1.6.2)

£
Thkosyp?~1 (ekBT + 1>a
= f Y In -1

T & y
<ekBT+1>a ev

Siendo e = =
vY

20
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P = (o) o) + 1]_1

v]/+1

Problema 7

“Modelo de dos estados (Espines)”

Siguiendo los lineamientos del modelo de dos estados, estudiar el
comportamiento de un sistema de N spines no interactuantes en
un campo magnético H, suponiendo que cada spin solamente
puede estar en dos estados: paralelo, con g1= -uH, y antiparalelo,
con g=+UH.

Resolucion
La energia total del sistema puede ser expresada como
U = N;&; + N,&,;donde N = N, + N,.
Trabajando con estas ecuaciones obtenemos:
N, =1<N—£>; N, =1<N+£);
2 uH 2 uH

Aplicando el formalismo Microcandnico encontramos el nimero
de estados accesibles:

N! N!

TN :%(N—#)!l(N+l)!

21
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Y por lo tanto la entropia serd S = kglnQ.

Aplicando la aproximacién de Stirling obtenemos la siguiente ex-
presion.

S =k [NlnN—%(N—#%)lni(N—#lH)—%(N+MLH)ln %(N+M1H)]

A partir de la entropia podemos encontrar una expresion para la
energia y para la capacidad calorifica como funcion de la tempe-
ratura.

Dada la relacién 95 :3;
ou 1%4 T
U
95| _ kg ln(N_,u_H)_l
oul,  2uH Uy T
Y (N+MH)

(1 — eZ#H/kBT>

U = uHN e
(1 +e /kBT)

Podemos expresar la energia usando funciones hiperbolicas:

uH

U = —uH tanh (kBT

) (1.7.1)
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Donde U = U/N es el valor medio de la energia.

0.0
r

-0.2 4

~0.4 4

0.6

-0.84

-uH
-L0

0 1 z 3 3 5
kB T/uH

Figura 1.7.1: Energia media en funcién de la temperatura (ecuacién
1.7.1).

Se obtiene la capacidad calorifica a partir de C; = (Z—?) .
H

2

_ ﬂ) (ﬂ)
CH—kB<kBT sech? (i) (17.2)

Cw presenta un maximo conocido como lomo de Schottky y tiende
a cero tanto a altas como a bajas temperaturas (Figura 1.7.2).
Comportamiento esperado en sistemas con un par de estados de
baja energia.
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kg el

Figura 1.7.2: Calor especifico en funcién de la temperatura (ecua-
cion 1.7.2).

Problema 8

“Esfera en un espacio N-dimensional”

Un punto es elegido al azar en una esfera de radio 1 en un espacio
N-dimensional.
a. ¢Cual es la probabilidad de que caiga dentro de la esfera de
radio 0.99999999?
b. Evaluar esa probabilidad para N =3y N = Na.

Resolucion
Parte a

La probabilidad de que un punto dentro de una esfera de radio r,
elegido al azar, este dentro de una esfera de radio ', estd dada
por:

24
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Figura 1.8.1: Esquema en 2 dimensiones.

El numero de estados accesibles es proporcional al volumen de la
esfera, y el volumen de la esfera es proporcional a su radio ele-
vado a la dimension N.

Q) = V() =rVN
Por lo tanto, podemaos escribir la ecuacién (1.8.1) como:

N (r—Ar)N
P=—F=""

N

P= (1 —~ g) (1.8.2)

Parte b
Para una esfera de radio r = 1 la ecuacion (1.8.2) toma la forma:
P=(1-Ar)"
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Y siendo Ar =1 — 0.9999999 =1 x 10~8
P = (0.99999999)"
Para N =3

P = (0.99999999)3 = 0.99999997

Para N = N, = 6.02214 x 1023

P = (0.99999999)"4 = 0

Podemos observar que la probabilidad de que un punto de la su-
perficie de una esfera, elegido al azar, caiga dentro del volumen,
para altas dimensionalidades, es igual a cero.

Problema 9

“Gas ideal en el limite clasico”

Considere un gas ideal de N particulas puntuales de masa m, en
un volumen V y con energia entre E y E+3E. Suponiendo que es
aplicable un tratamiento clasico (el espacio de las fases puede
considerarse como un continuo), mostrar que:

Q(E) = CVNE3N/2
donde C es una constante.

Calcular la entropia y la ecuacion de estado del gas.
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Resolucién

Clasicamente el hamiltoniano de un gas ideal viene dado por:

3N
2
. pi
La2m
=1

Los estados accesibles con energia < E son todos cuyos momentos
y coordenadas generalizadas cumplan con:

3Np2
L<FE; 0<q; <L (Vi
YI<E; 0<q<L(vD)

=1

Siendo Y:3Y, p; < V2Em el radio de la hiperesfera en el espacio
de los momentos piy q; dentro de un hipercubo de arista L.

El nimero de microestados accesibles es igual a:
b 1
dp \
ds
0= de =f dqdp

dq q

Q(E) ~ [[ dg*dp"

L V2Em
Q) ~ [y T dxidy;dz; [; " 1Ty dpidpyidpy:
| \ J
[ |
VN Volumen de la hiperesfera de

dimension N y radio vV2Em
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El volumen de una hiperesfera de dimension d y radio r esta dado
por:

(n.rZ)d/z
Vhiperesfera = 1.
r(zd+1)

7d+1

Donde I'(z) es la funcion gama.

(r(vzEm)’) """

r@N+Q

Vhiperesfera -

Por lo tanto, el nimero de microestados sera:
(m2mE)3N/?

FGN+Q

Q) = VN

Q(E) = CVNE3N/2

(2mn’)3N/2
r(Cn+1)
A partir del nimero de microestados accesibles podemos encon-

trar la entropia, la energia y la ecuacion de estado para un gas
ideal.

Donde C =

Entropia

S = kBlTl.Q.

S = kgln(CVVE3N/2)
28
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3N
S = kg (lnC + Ninv + 7lnE)

Energia
.. (3S 1,
Dada la relacion (ﬁ)v =
(65) _kg3N 1
0E), 2E T
Despejando E obtenemos:
3
E = NkgT

Ecuacion de Estado

., (8S p
Dada la relacion (—) =—;
5)% E T

<65> _kgN P
o), v T
Despejando P obtenemos:
NkgT
v
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Ensamble Microcanonico Problema 10

Problema 10

“Calor especifico (Banda elastica)”

Calcular el calor especifico a longitud constante de una banda
elastica de N cadenas poliméricas. Expresar el resultado en térmi-
nos de Ty Lx.

Resolucion
Modelo de la banda elastica
Modelo de la banda elastica de N elementos:

e Cada elemento de la cadena es un monoémero de longitud
a.

e Lalongitud total de la cadenaes L,.

e Cada mondmero tiene cuatro orientaciones posibles.

e Mondmeros en la direccidn y tienen una energia «.

e Monodmeros en la direccion x no tienen energia.

e Lacadena estad sometida a una tension t.
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Ensamble Microcanonico Problema 10

Definimos:

e NS =n°demonémeros en x (sentido positivo)

e N, =n°demonbdmeros en x (sentido negativo
X

e Nj =n°demondémeros eny (sentido positivo)

e N, =n°demonomeros eny (sentido negativo)

Siendo N el nimero total de monomeros de la cadenay U la ener-
gia interna de la banda, tenemos:

N =N{ + Ny +Nj + N, (1.10.1)
U=¢e(Ny +N;)
Ly = a(N; — Ny)

Ademas, podemos escribir las siguientes relaciones:

L
Nf —Nj = 7" =L, (1.10.2)
— L /
Ny =Ny =2=1, (1.10.3)
U
Njf + Ny =—=U (1.10.4)

Trabajamos con el sistema de ecuaciones (1.10.1, 1.10.2, 1.10.3y
1.9.4) para expresar el n° de mondémeros en cada orientacion en
funcion de las variables del sistema.

1
N} =§(N—U’+L'x)

1
Ny =5 (N=U' =L
31



Ensamble Microcanonico Problema 10
+ 1 ! !
Ny =5 U +1y)
—_ 1 ! !
Ny = E (U Ly)

El nimero de microestados accesibles del sistema sera:

N!
Q=
NFINZINSIN; !

Por lo tanto

N!

Q=7 1 1 1
SN =U'+ L5 (N = U' = L)!5 (U + Ly)5 (U’ = L))

A partir de QQ podemos obtener la entropia S = kglnly otras
cantidades de interés como el calor especifico a longitud cons-
tante. Para ello se propone obtenerlo a partir de la relacion termo-
dindmica

= (65> 1.10.6
CLx_N a'z'L;C (1.10.6)
Podemos escribir:

dS _ 8S oL,
oT 9L, oT

Del primer principio de la termodindmica dU = oW +3dQ y
siendo dQ = 0 (sistema aislado):

dU = —tdL),
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Luego

0S _9sdv _ T ..,
aL;C_aUdL;C_ 7 (1107

Para encontrar Ia utlllzamos la expresion:

% ~ sinh (szaT)
N cosh (kTB_aT) + e—¢/ksT
Luego
i k a
%% _ _k:(;z 1+e BT (cosh (k T) Esth (kB )) (1108)

(C"Sh (g,r) +e kBT)

Finalmente reemplazando las expresiones (1.10.7 y 1.10.8) en
(1.10.6) el calor especifico esta dado por:

2a (1 + e_"ls%) (cosh (k T) + —smh (kBT))

crL, = kT2 5 (1.10.9)
(cosh (k T) +e kBT)

" Ecuacion que puede ser desarrollada o encontrada en los libros (Callen 1985 pag.342),
(Zgrablich 2009 pag.32).
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En la Figura (1.10.1) se muestra el calor especifico vs T para la
ecuacion (1.10.9). Resultados cualitativamente equivalentes son
encontrados para este modelo y otros modelos similares obteni-
dos por medio de simulacion de Monte Carlo (Wang-Landau)(Fe-
rreira et al. 2012).

Figura 1.10.1: Calor especifico vs T (ecuacion 1.10.9).

Problema 11

“Coeficiente de Expansion Térmica (B. Elastica)”

Calcular el coeficiente de expansion térmica longitudinal de una
banda elastica, definido como:

Kr = (1/L)(OLy / OT),

Expresar K7 en funcion de T y analizar el comportamiento cuali-
tativo. Comparar este comportamiento con el de un alambre me-
talico y discutir el resultado.
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Resolucidn

En base al modelo estudiado en el problema 10, y de la ecuacion
(1.10.8) tenemos que:

101, 1a 1+ e_k%T (cosh (kTB_aT) + %sinh (kTB_aT))
NOT ~—  kgT2 £ \2
(COSh (kBT) +e kBT)

Por lo tanto, reemplazando en la definicion del coeficiente de ex-
pansién térmica longitudinal, encontramos:

a |1te kBT(cosh(kB ) 1nh(kB ))

) kBTZ sinh (kT,_.TaT) (cosh (kBT) +e k;T)

(1.11.1)

Se observa que el coeficiente de expansion térmica es negativo,
lo cual significa que la banda elastica disminuye (se contrae) su
longitud al aumentar la temperatura.

La mayoria de los materiales se expanden en todas las direccio-
nes a medida que se calientan y la banda elastica sin estirar no
es una excepcion. Pero debido a su estructura molecular, la
banda elastica sometida a una tensién se comporta de manera
muy diferente.
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Ensamble Microcandnico

8 9 1011 12 13 14 15

Figura 1.11.1: Coeficiente de expansién térmica vs T (ecuacion

1.11.1).
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Ensamble Candnico Problema 1

Problema 1

“Entropia”
Demostrar que:

S = —9F/aT

Expresion de la entropia en funcion de F (energia libre de
Helmholtz).

Resolucion

Partiendo de la expresion del potencial de Helmholtz (F) en el
formalismo candnico.

1
F= ——InZ=-ksTInZ (2.1.1)

B
Entonces
oF d0lnz
~=—kgInZ — kgT a‘; (2.1.2)
Por definicion
F=U-TS

S = %(U —F) (2.13)

Siendo

dlnZz
op

U =-— (2.1.4)
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Reemplazamos (2.1.2) y (2.1.4) en (2.1.3)

S =

1( omz T Z)
T\™ 98 A

1aandT
~ 1o gp ThslnZ (2.15)

daT daT
=2 — = _kBTZ
kBTZ ap

Dado que ,[>’=ﬁ = df =—
B

Reemplazando en la ecuacion (2.1.5), se obtiene:

dlnZ
S= __( kBTZ)

+ kglnZ

dlnZ

Comparando las ecuaciones (2.1.2) y (2.1.6) se observa que:

. oF
9T

La misma relacion puede ser encontrada desde la termodinamica.

dF =dU —TdS — SdT



Ensamble Candnico Problema 2
Siendo dU =TdS — PdV

dF =TdS — PdV —TdS — SdT
dF = =5dT - PdV

S_(@F)
~\aT/y

Por lo tanto

Problema 2
“Presion”

Demostrar que la presion P de un sistema en equilibrio con un
reservorio térmico es:

P=p1@nz/av)

Resolucion
A partir de la relacion termodinamica:

dF = —=S8dT — PdV

0 —11nZ
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Ensamble Candnico Problema 3

Finalmente se obtiene:

b _,0InZ
=B v
Problema 3

“Calor Especifico”

Mostrar que el calor especifico de un sistema en equilibrio tér-
mico con un reservorio se puede escribir como:

9%Inz

aZBZ

CU = N_1k332<

Resolucidn

- El Calor especifico a volumen constante esta dado por:

_1<6U>
“=n\or),

-En el formalismo canédnico U esta dado por:

dlnZ
ap

-Entonces:
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1 (aUdﬁ)
“= N \opar/,
1 dg 1
Donde g = o = ar = or
y
ou a< aan)_ 0%InZ
op o\ 9B ) (9p)?
Luego,

o= (-5r) (- T)

2

0InZ
CU = N—lkBﬁZ

G5’ (3.2.1)

42
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Problema 4

“Aleacién Binaria”

Suponga una aleacion binaria compuesta por Na atomos de tipo A
y Ne atomos del tipo B. Los A pueden estar en el estado funda-
mental o en el primer estado excitado que tiene energia E. Los B
pueden estar en el estado fundamental o en el primer estado exci-
tado que tiene energia 2E. En ambos casos los demas estados ener-
géticos estan muy altos y son despreciables a temperatura
ambiente. Encuentre el potencial de Helmholtz y a partir de ahi el
calor especifico del sistema.

Resolucion
e El sistema es una aleacion binaria compuesta de:
Na atomos del tipo A.
Ng atomos del tipo B.
e Los atomos del tipo A pueden estar:
o Estado fundamental con € = 0.
o 1°estado excitado con € = E.
e Los atomos del tipo B pueden estar:
o Estado fundamental con € = 0.
o 1°estado excitado con € = 2E.

e Estados energéticos mas altos de Ay B son despreciables
43



Ensamble Candnico Problema 4

Potencial de Helmholtz

Obtenemos la funcion de particion para un atomo de Ay un
atomo de B.

2
Zy = Z e PEi =14 e PE
=1
2
Zp = z e PEj =1+ 2P
=1

Para los Na atomos la funcion de particion es:

Y para las Ng atomos
Zg = zgVB

Por lo tanto, la funcion de particién del sistema completo sera
Z7=272,7p

La energia libre de Helmholtz esta dada por:

F 1lZ
=——In
B

1 1

Reemplazando obtenemos:
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F= —%[NA In(1+ e PE) + Ny In(1 + e72FF)]

Calor especifico

Utilizando el resultado encontrado en el problema 3 (ecuacién
3.2.1), podemos calcular el calor especifico conociendo la
funcion de particion.

0°InZ

¢, = N 1kyp? @8)?

0%21In(Z,Z5)

¢, = N 1kpp? @5)?

N,0%1In(z,) N Ngo?In(zg)

= N"keB e @B
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N,0%1In(1 + e PE)  Nzoa%In(1 + e 2FF)

¢ = N"ksf DG

Problema 5

“Sal Paramagnética”

Una sal paramagnética contiene 1 mol de iones no interactuantes
de momento magnético igual a 1 magneton de Bohr s (1e=9.274
*102+ J/Tesla). Un campo magnético H es aplicado en una cierta
direccidn, los estados permitidos de cada momento magnético son
paralelo o antiparalelo al campo.

a. Si el sistema es mantenido a T = 4K y H es aumentado desde 1
Tesla a 10 Tesla, ¢cudl es el calor transferido desde el reservorio
térmico?

b. Si el sistema se aisla ahora térmicamente y H es disminuido
desde 10Teslaa 1 Tesla, ¢cual es la temperatura final del sistema?
Este proceso se conoce como “enfriamiento por desmagnetiza-
cion adiabatica”.

* . . - - - OF T S
El mismo resultado puede ser obtenido de las siguientes relaciones S = — T T o

propone como ejercicio para el lector.
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Resolucién
Parte a

Cada ion tiene dos energias posibles si su momento magnético se
encuentra paralelo o antiparalelo al campo H, sus energias seran
E, = —ugHYy E, = ugH, respectivamente. Luego, obtenemos la
funcion de particion para un ion:
2
7 = Z e BEi = oBupH 4 o—BugH
i=1

.UBH>

z = 2 cosh (kBT

1 mol de iones = N, = 6.022 x 10%*mol™

Luego la funcidn de particion del sistema sera:

7Z = 2Na coshMNa (M)

kgT
i " oF
Siendo F = —kgTInZ y §'= ——
dlnz

* Ver problema 1 del Capitulo 2.
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Donde: % = :—T [ln (2 cosh (%))]

psHY (_ usH
dlnz Zsenh(kBT)< kBTZ) usH usH
= = tanh( )

aT ugH N kyT
2 h B B
cos (kBT)

Reemplazando en la expresion (2.5.1) se obtiene:

S = NAkBan -

NpkpTupgH h (.UBH)
kgT? kgT

H NyugH H
S = NAkBln[Zcosh<'uB )]— la tanh(uB

2.5.2
kpT T kBT) (252)

El calor transferido:
dQ =TdS =Q=T(S — S;)

Evaluamos la ecuacién (2.5.2) para Hiy Hs

H N,H H
Up f)_#B A ftanh('uB f)

= N,kgIn 2 cosh
St 4kg In 2 cos <kBT T T
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H; N,H; H;
Si = AQthlzcosh(uB l)——MB 4 Ltanh(“B l)

kyT T ksT

Reemplazando los datos:
Hf = 10 Tesla
Hi =1 Tesla

ky =13 %1023 L
K
N, = 6.022 x 10%*mol~?

Up =9.274 x 10724

Tesla

T=4K

Sp—S; =8 31—1n(2 73) —1.39 (9.33 — 0.166)Tesla

Tesla- mol K

J J
Sp—Si =837 — 1279 —
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J

Sy =S = —442— 0

Por lo tanto, el calor transferido sera:

Q = 4K - (—4.42 L)

molK

= —17.68 J_

mol
Se puede observar que la entropia disminuye a medida que el
campo magnético es mayor. Este comportamiento se debe a que
los momentos magnéticos estdn mas alineados a medida que el

campo aumenta disminuyendo su entropia”.

Parte b
Proceso adiabatico = dQ =TdS=0
St=Si
Dado que en este sistema la entropia es una funcion de T y de H
S (Ts H) =5 (T; Hy)

Y teniendo en cuenta que los iones de la sal paramagnética no
interactlan entre si, se puede considerar que el Gnico parametro

* Puede ampliar el estudio de este tema en (Reif 2009) capitulo 11, pag. 445.
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. - P H - 2ot
influyente en la funcion es la razon, I‘:B p de la energia magnética

B
usH comparado con la energia térmica kT . Por lo tanto, la fun-

cion de particion y la entropia dependen solamente de este co-

ciente=>S=3S (g)
H H;
S <_f> =S <_‘>
T; T;

Hp M Tr_H

De forma que
Ty T Ti H;

Siendo:

Hi= 1 Tesla

Hi= 10 Tesla

Ti = 4K

Te=?
Obtenemos:

1 Tesla
Tr = 10 Tesla 4K=04K

Si bien este resultado nos llevaria a pensar (erréneamente) que
el proceso de desmagnetizacién adiabética permitiria, haciendo
el campo Hr =0 obtener una Ts=0, este no es el comportamiento
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observado experimentalmente, y la razén radica en que la supo-
sicion de que los iones paramagnéticos no interactdan entre si no
es apropiada a tan bajas temperaturas’.

Problema 6

“Energia de un atomo”

Se tiene un &tomo con niveles de energia 0, E1, E2, Es, etc. con
degeneracion 1, 2, 2, 1, ... La probabilidad de ocupacion de nive-
les superiores es despreciable a temperaturas ordinarias. Se su-
pone que el &tomo esta en un campo de radiacion a temperatura
T. Encuentre la dispersion en la energia del atomo y la probabili-
dad de ocupacion de cada nivel a temperatura ambiente (T =
300K), si las energias valen: E1/ks= 200 K, E2/ks = 300K, Es/ks =
400K.

Resolucion

Dispersion en la energia del atomo (o):

0=+<E?2> —<E >2

La Funcidn de particion esta dada por:

" Esta discusion esta muy bien desarrollada en(Reif 2009) capitulo 11, pag.449.
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Z= Z g(Ej)eFri
j

Siendo g(E]-) = multiplicidad del nivel de energia E;
Z=1+2e BB + 2e7FF2 4 ¢7PFs (2,6.1)

Y teniendo en cuenta los valores de las energias vemos que:

Eq E, Ey E
— = 0; — = 200K; — =300K; — = 400K
kg kg kg kg

Reemplazando en la ecuacién (2.6.1) tenemos:
Z=1+ Ze—ZOO/T + 26_300/T + e—400/T

Calculamos para T= 300K,

Z=3.026

El valor medio de la energia esta dado por:

dlnZ 61n(1+Ze‘BE1 + 2ePEz 4 e‘ﬁE3)
B ap

U=(E)= —

1
(E) = —E(—ZEle‘BEl — 2E, e FB2 — E, ¢7FFs)

(ZEle_ﬂEl + 2E2 e_BEZ + E3 8_3E3)
(E) = ~
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Reemplazando los valores obtenemos:
E; = 200K - kg = 200K - <1.380 x 10723 %)

E, =276x 10721 ;
E, =414 x 10721,
E; =552 x 1072Y

Luego

(E) = 2.42%x 10721
= (E)?> = 5.87 x 1072 )2
El valor medio del cuadrado de la energia esta dado por:

- E.
(E?) = Yj9(Ej)E?e PE; _ 2E;2e"PE1 42F2 e~PE24 2 ¢~ PE3

sig9(E)e PE z

Reemplazando obtenemos:
(E?) = 9.41 x 10722

Luego,

o =+/(E2)— (E)2 = /3.53 x 10742 J2 = 1.87 x 10721J
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Probabilidad de ocupacion de cada nivel:

_9(E)e "
-5

fi

2¢~BE1

1 ~ _ ~
fo=7 = —— =033 fi=*— =0339

20~ BE2 e~ BE3

fo =% —— =0243 fs =4— =0.087

fj = 0.33 +0.339 + 0.243 + 0.087 = 0.99

~.
IIMw
o

Problema 7

“Atomo de Hidrégeno”

Considere un atomo de hidrégeno en equilibrio con el campo de
radiacion a temperatura T. El &tomo puede estar en el estado fun-
damental 1s que es doble o en el estado p que es déctuple. Supo-
niendo que la probabilidad de estar en los demas estados es
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despreciable, encuentre la probabilidad de que el &tomo se en-
cuentre en un estado p.

Resolucion
Probabilidad de que el atomo se encuentre en un estado p:
Estado 1s - E, = 0 — degenaraciéon = 2

Estado p - E; = E — degenaraciéon = 8

Funcion de particion: Z = ¥, g(E;)e PEi =2 + 8e~FE

Probabilidad de estar en el estado p:

3 8e PE B 8e FE B 4e~FBE
fo = z 24 8eBE 1+ 4eBE
4 -1
fo = (ePE + 4) = 4(ef +4)
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Problema 8

“Banda Elastica”

Considere el modelo del polimérico de una banda elastica”. Cal-
cule la funcién de particion de un monoémero y a partir de ahi ob-
tenga la energia libre de Helmholtz. Obtenga la probabilidad de
gue un monomero esté en la direccion positiva; encuentre también
la longitud media de la cadena y su energia media. Verifique que
los resultados coinciden con los hallados en el caso del Microca-
nonico.

Resolucion

v

* Este modelo puede ser encontrado en los libros de texto (Callen 1985; Zgrablich 2009).
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Longitud de la cadena Lx = (Nx" - Nx)a

Energia total del polimero: E = (N,* + N, )e — 1L,
N——— e
Eergia interna Trabajo externo

=>E= (N,+N, )e+ (N," — N, Dar

Podemos asociar de esta ecuacion los siguientes estados de ener-
gia:
at — —x (Monomero unitario a lo largo de —x)
at —» x (Mondmero unitario a lo largo de x)

e — —y (Mondmero unitario a lo largo de —y)

e - vy (Mondmero unitario a lo largo de y)

e Funcion de Particion de un monémero de la cadena

z= Ze‘ﬁEi = e~Par | oBar 4 o—Be 4 o-Pe
Jj

z= 2e P&+ 2cosh(Bar)
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e Potencial de Helmholtz

1
F=—=Inz"

B

F= —%ln[Ze‘ﬁg + 2 cosh(Bar)]

e Probabilidad de que un monémero esté en la direccion +x

eBaT eﬁar

P = =
X z 2(e~F¢ + cosh(Bar))

e Longitud media

(Lx) =N(P+x+P—x)a

= (Ly) = % ehar — g=Par)
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_ 2Na sinh(Bar)
(Ly) = 2(e~P¢ + cosh(Bar))
(L) = Na sinh(Bat)

~ (cosh(Bar) + e~P¢)

e Energia media por monémero

2y — U _ dlnz _ 9In(2e P¢ + 2 cosh(Bar))
EV=§=""p =~ op

(E) = — ;(—Zse‘ﬁs + 2at sinh(Bar))

(ee‘Bs —ar sinh(ﬂar))
~ (e~Pe + cosh(Bar))

(E) =

* Comparar con la expresion que puede ser encontrada en los libros (Callen 1985, pag. 342) y
(Zgrablich 2009, pag. 32), la cual fue obtenida en el formalismo Microcanénico.
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Problema 9
“Densidad de Modos”

Obtener la ecuacion:

D deo = |74 kzdk(a))d
(@) ©= o do ¢

para la densidad de modos y discutir su generalidad.

Resolucion

Los atomos del cristal estan armonicamente acoplados a sus ato-
mos vecinos, de modo tal que existen 3N modos normales colec-
tivos vibracionales. Las frecuencias de esos modos estan
distribuidas de acuerdo con una funcion de densidad de estados
D(w), que depende del material.

Dada la funcion de particion Z = };; g(sj)e‘ﬁff

SIN»1=Z = [ePeD(e)de
Donde — D (&) =densidad de estados

Buscamos una expresion D(g) o D(w); w = %
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e Consideramos una caja cubica de dimension lineal L.

e Consideremos una onda estacionaria paralela a un borde
del cubo = debe tener una longitud de onda A tal que
un n° entero nde A/2 entren en L.

A 2L
->nz =L > A= —
2 n
El vector de onda es:
k_27'[_ 27Tn
A 2L
P = mn
L

Dado que el volumen del cuboesV =13 = L = v'/a

. - T
En tres dimensiones  k = (m) (ny, ny,m, )

0o k?= (Vf/s)z (ne + n,2 + n,?)

Relacion de dispersion (relacion entre el modulo del vector de
ondas y la frecuencia de cada modo).

w = w(k) oinversamente k = k(w)

e EI N° de modos con frecuencia menores que ® €S:

k(w)
Ea

1/2

(ny2+ n,2+n,2) " < vi/e
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e Para entender esto, pensamos (n,?+ n,? + nzz)l/ 2
como el radio en un espacio abstracto en el cual
n,, M, ¥ n, son distancias enteras en las tres coordena-
das. Solo un octante tiene sentido fisico, para las cuales
Ny, Ny y N, toman valores positivos.

Por lo tanto, el n°® modos con frecuencias < ®, N(w), seré:

n,
AN 4 3
7 N §Vesfera = Vesfera = §T[T'
// &
= k(w)
r=yvs —=
T

P\

3
N(w) = %(gn) (V1/3 k(@) :")>

14
N(w) =gk (@) (29.1)

La densidad de modos en el intervalo dw esta dada por el diferen-
cial de la expresion para el n° de modos encontrada (ecuacion

2.9.1).
dN (w)

90 dw

D(w)dw =
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dk(a))

3V
D(w) = - k*(w)

Densidad de modos

D(w)de = |4 kzdk(a))
(w)dw = 21?2 dw

do (2.9.2)

Ecuacion general obtenida para ondas estacionarias, la cual
puede ser aplicada al estudio diferentes sistemas, como, por
ejemplo: modos vibracionales de un cristal, ondas electromagné-
ticas de una cavidad radiante.

Problema 10
“Modelo de Debye”

Calcular la energia media de un solido cristalino en el modelo de
Debye y de alli obtener la ecuacién:

- w2eBho®)

modos
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Resolucién

-Energia media:

dlnz |
ap '’

<
I

Dada la expresion

7= 1_[ (1 — e-pro@)™
modos

7= — %<- > In(1 - e"ﬂh“’(}‘)))

modos

_ hwe~Bheo®)
0=, (1 = e-Pray

modos

- hw
B Z (ePho®) — 1)

modos

" La expresion para la funcion de particion en el modelo de Debye puede ser obtenida en libros
de texto (Callen 1985; Zgrablich 2009).
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-Calor especifico molar

En el problema 3 se obtuvo la siguiente expresion para el calor
especifico molar en funcién de la funcion de particion:
" 0°InZ
Cy = kg o5

Siendo:

621nZ_ 0 hw B h2@2efho@®
apz ~ ap Z (( ebho) — 1)) B z (ePho@) — 1)2

modos modos

L w2eBho®
Co = ksh?B? ) PR~ T}?

modos
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Problema 11
“Ley de radiacion del Plank”

Mostrar que la densidad de energia (energia por unidad de volu-
men) de la radiacion electromagnética en el rango de frecuencias
(o, ® + dw) obedece a la “Ley de radiacion de Plank”

Uw hw3
(7) dow = <n2c3> [exp(Bhw) - 1] - 1dw

y que a alta temperatura (ksT>>ho) ésta se reduce a la “ley de
Rayleigh-Jeans”

2

Uu, w
(7)dw =\ kpTdw

Resolucion
U . ’
Llamamos u(w) = 7“’ = densidad de energia

Dado la expresion de la energia libre de Helmholtz:

Fr = kBTf In(1- e ") D(w)dw
0

" La expresion para la energia de Helmholtz puede ser obtenida en (Callen 1985; Zgrablich
2009).
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donde la densidad de modos para ondas electromagnéticas en una
cavidad esta dada por:

D*(w)dw = 2

w
T2c3

Siendo c, la velocidad de la luz.

w+dw 14
F= kBT]w In(1 — e=Phe) 3 w?dw
La energia esta dada por la relacion:
G(BF) w+dw b, e~ Bhw 1%
U=———>== j — w?dw
op © (1 — e~Phw)g2c3
w+dw fleV
U=
f (ePho — 1)2c3 de
Entonces la densidad de energia (,u = %) en el rango de frecuen-

cias entre w y o +dw esta dada por:

Ley de radiacion de Planck

hw? _
Y (efro —1)dw (2.11.1)

p(w)dw =

2c3

* Ecuacion obtenida a partir de la expresion general obtenida en el Problema 9, ecuacién
(2.9.2).
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e Cuando kgzT >» hw:

Podemos desarrollar en serie el término exponencial en la ecua-
cion (2.11.1)

;l_a’T 1+ha)+1<ha))2+ hw
Bl = —_
€ kgT 21 \kgT

o = hw3 1 J
w(w) w=n203(1+h_“’ _1) ©
T

hw3 kT

u(w)dw = 203 T

Ley de Rayleigh-Jeans

2

w

Problema 12

“Energia de un Fotén”

Considerando que el numero de fotones por unidad de volumen
en el rango de frecuencias (v, @ + dw) es
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(7)o = () (5e)

v ) = \V )\he/

Calcular el nimero total de fotones por unidad de volumen. Mos-
trar que la energia media por fotén es = 2.2 kT.

Resolucion

Dado que el nimero de Fotones por unidad de volumen en el
rango de Frecuencias (w, w + dw) €s:

Na,d _Uydw
VTV e

Entonces el n° total de fotones por unidad de volumen estara dado

por:
f“’Na,d _wawdw
o V o V hw

A

Del problema n°11 (ecuacion 2.11.1), sabemos que - =

hw?

(efr@ — 1), por lo tanto:
*N,, * w? dw
f ~ dw :f 2.3 ( ophw
o V o Tic3(ef@ —1)

fooN‘“d _ 1 fm O e (2121
o V © =23 o (efre —1) w (212.1)

I

m2c3
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Realizando un cambio de variable:

dx = Bhdw = dw = £

h x
x = fhow = w? = ah

Bzhz’

Y luego reemplazando en la integral | de la ecuacion (2.12.1)

fOO (UZ 4 3 1 jOO xZ 4
o (o= TBR ), (=D

De tablas obtenemos que fO ( . dx = 2.404

Reemplazando finalmente en la ecuacion (2.12.1):

—dw =———="2.404

f""Nw kT3
oV m2c3h3

Obtenemos la siguiente expresion:

Neot _ 2404 (kBT) (2.12.2)

174 2

Del problema N° 11 sabemos que la ley de radiacion de Planck
esta dada por:

U, hw3 dw
—dw =
|4 m2C3 (efhw — 1)
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= C3J (eﬁhw— dw (2.12.3)
Sillamamos ~ fhw = x = w® = [;;
phdw =dx = dw = Bh

foo (1)3 do = 1 foo x3 4
o (o= T, (er-D™

3

4
X T
dx = —

De tablas obtenemos 0 ( D) e

Luego reemplazando en la ecuacion (2.12.3)

U, hkg*T* n* n2kg*T*

w —_— —
V  m2c3h* 15 15 c3h3
_m? (kBT>3 T
H=15\cn ) ™5

5 . kgT\3
De la expresion (2.12.2) despejamos ( CBh ) =

% N¢ot
2.404

Estamos interesados en la energia media por foton, por lo tanto:
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Problema 13

“Gas de Electrones”

a. Demostrar que la funcion de particion de un electron de un gas
de electrones colocado en un campo magnético H es:

_ ﬂBH>
Z = 2cosh (kBT

Siendo p:= el magneton de Bohr.

b. Calcular la energia magnética de un gas de electrones en dicho
campo magnético.

Mostrar luego que dichos electrones dan origen a una magnetiza-
cion que viene dada por:

pupH
M = nput h( )
n utan KT

Siendo n el nimero de electrones por unidad de volumen.
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c. Hallar los limites de la funcion de particion y de la magnetiza-
cion para temperaturas muy altas y muy bajas.

Resolucion
Parte a

-Los valores de energia que puede tomar un electron del gas de
electrones son:

e —ugH - paraleloa H
. ugH — antiparalelo a H

Funcién de Particién

7 = ze—BEj = e HMBH/kpT 4 oupH/kpT
Jj

ugH
= 2cosh (2 27)
z cos kT

Parte b

Energia Magnética de un gas de electrones
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dlnZ dlnzN
B op

U= —N %ln (2 cosh(k H)) =—N %(lnz + In [cosh (k H)D
2T sT

U N usH sm}:l(llcf ) — _NuyHtanh (1;(317'{)
cosh (kiT) B

Magnetizacion

La magnetizacion se puede calcular, dada la relacion:

M = (6F)
— \0H/ry

Donde:

H
F =—=NkgTInz = —NkgT In (2 cosh(kB ))
B
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o (25n (7))

2 cosh (IIZIY{)

M = NkgT

upH
M = ugNtanh (kBT)

Parte C

Limites de la funcién de particion y de la magnetizacion para altas
y bajas temperaturas.

Magnetizacion:
Para temperaturas altas:

ppH

<1
kT

upH  upH
HBH) ekBT—e kT

kgT upH upH

Entonces dado que tanh (
e*BT 4+ ¢ kgT

Podemos desarrollar en serie las exponenciales:

upH uH .
) _ (1"' kBT"'"') - (1— kBT_m) Se pueden despreciar los
(1+ uBH+m) + (1_ uBH_m) términos de orden supe-
kT kT .
rior

tanh (M
kgT
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tanh (HBH) _ kBT kBT _ kBT _ l’lBH
kBT B 1 + l’lBH + 1 — uBH B 2 N kBT
kpT kT

Para T altas 0 “2 « 1:
kT

2
up H
M=N
kgT

Vemos que la orientacion del dipolo no cambia el resultado, de-
bido a que a altas temperaturas los dipolos estan orientados al
azar y por lo tanto no tienen una orientacion predominante.

uBH _bkBH

Si T es pequefio S EE 1 = eksT 3 ¢ kT = ﬁ
sT R
upH _kpH upH
tanh( ) = = =
kBT upH _kBH UpH

ekBT + e kgT ekBT

Entonces:

M ~ Nug

Se observa que la magnetizacién es independiente del campo H,
el sistema exhibe una orientacion maxima de los momentos dipo-
lares, sea cual sea el valor del campo aplicado.
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Funcidn de Particion

Para altas temperaturas = % «1
B

upH _HpH H H
Z:ekBT+e kBT:<1+MB +...)+<1_uB _...)

kpT ksT
z= 2
~ H
Para T pequefio = £2= > 1
kT
_kpH upH upH
Z:e kBT + ekBT ~ ekBT
N——
~0
upH
z =~ eksT

Estos resultados son comprendidos en forma més clara anali-
zando la probabilidad de que el momento dipolar del electrén se
encuentre orientado paralelo o antiparalelo al campo.

P(N) = y P ="
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En el caso de altas temperaturas: % K1
B

Encontramos z = 2y

Por lo tanto,

HOES y PO=3

2

La agitacion térmica es tan alta que el dipolo tiene la misma pro-
babilidad de encontrarse tanto en una orientacion como en la
otra.

ParaT — 0; “21 %1
kgT

_ upH
Siendo z = e*sT | luego:

“pH _kpH

kpT kpT

e*B e B 1
P(T) = upH y P(J’) = upH = 2upH ~

ekBT ekBT e kT
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Luego,

PN =1 y PU)=0

A muy bajas temperaturas los dipolos se encuentras completa-
mente orientados con el campo.

Problema 14

“Protones en un campo H”

Una muestra de petroleo se coloca en un campo magnético H. Re-
cordar que los protones tienen spin %2 y momento magnético p. Se
aplica un campo de radio frecuencia y ese campo puede inducir
transiciones entre los dos estados posibles de polarizacion de los
protones si la frecuencia v cumple con la relacion de Bohr: hv =
2 n H. La potencia absorbida del campo de radiacion es entonces
proporcional a la diferencia entre el nimero de nucleos entre un
estado y el otro. Suponiendo que los protones estan en equilibrio
térmico a temperatura T, indique cual es la dependencia de la po-
tencia absorbida con T.

Resolucion

e v es la frecuencia de las posibles transiciones en la
polarizacion de los protones = dos energias posi-
bles E = +uH.

80



Ensamble Candnico Problema 14

e v cumple con la relacion de Bohr = hv = 2uH =

_hv
_2”

Funcion de particion para un proton:
7z = Z e PEj = gPuH 4 o—BuH
J
n°de nucleos en el estado (+) =N- Probabilidad de estar en
(+)

Neﬁ#

NP(+) = eBuH 4 o—BuH

n°de niicleos en el estado (-) =N- Probabilidad de estar en (-)

Ne—BuH

NP(-) = eBuH  o—PBuH

La potencia absorbida es proporcional a la diferencia entre el n°
de ndcleos entre un estado y otro.

Potencia o (NP(+) - NP(_)) = N(P(+) — P(_))
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. eBUH_ o—BuH
Potencia «< N (m)

Potencia = AN tanh (%) — A = cte.de proporcionalidad
B

Dado que se cumple que hv = 2uH = H = Z_:

Potencia = AN tanh ( il )

2kgT

Cuando uH < kgT 0 % K kgT

upH _kBH
tanh <k3T> =~ ~ipH

ekBT + e kgT

Si desarrollamos en serie las exponenciales:

a1y 5 e +) — (1= =)
l7 (14 g+ ) + (1= fep =)
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Problema 14

psH psH
21+kBT 1+kBT_MBH
N “BH _ MBH B kBT
1+ kT + 1 KT
upH upH
tanh (kBT) = kT para uygH < kgT
. h( hv ) _ hv
N2, T) = 2T
. ANhv C
Potencia = = -
kgT — T
siendo
oot __ ANhv
cte = 2%,
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Problema 15

“Particula en una caja”

Considere una particula de masa m en un volumen ctbico V. Mos-
trar que la separacion de niveles sucesivos de energia es:

AE =~ n?h?/2mVv?3

a) Evaluar AE para atomos de He en un volumen V = 1 m3,

b) Mostrar que paraa T > 10K la suma cuantica en la fun-
cion de particion puede ser aproximada por una integral.

Resolucion

A partir de resolver la ecuacion de Shrodinger para una particula
en una caja cubica de lado L, encontramos la expresion de la ener-
gia dada por:

nh?
2mlL?

n?  (2.15.1)

2 _ 2 2 2
Donde n* = ny +nj +n;

Podemos reescribir la ecuacion (2.15.1) en funcion del volumen
V.
m2h?
E = WTL
84
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En latabla 2.15.1 se han calculado algunos niveles de energia (lla-
n2h?

mamos Eoa la constante W)'

Tabla 2.15.1: Niveles de energia calculados con la ecuacién (2.15.2)

n2 combinacion de n,, ny, n, Energia total r?;'ge
cion

3 |11 E; = 3E, 1

6 | (211) (1,2,1) (1,1,2) E, = 6E, 3

9 (2,2,1) 1,2,2) (2,1,2) E3 = 9E, 3
11 | ¢y | @31 (1,1,3) E, = 11E, 3
12 222) Es = 12E, 1
14 | 321 | (312 231 | 213) | 132 | 123 Eq = 14E, 6
17 | @23) | 322 (23.2) E, = 17E, 3
18 | (1L14) | (142 (41,1 Eg = 18E, 3
19 (1,3,3) (3,1,3) (3,3.1) Eq = 19E, 3
21 | (124) | (142 (214) | 241 | 412 | 421 En=21E, | 6

Consideraremos dos niveles sucesivos

m2h?

2my2/3

Por ejemplo: AE =E, —E; =3
Ahora consideraremos otros niveles de energia sucesivos.
n.ZhZ

2my2/3’

Por ejemplo: AE =E;—E, =
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m2h?
AE —_— E6 - Es —_— ZW
Podemos observar que la diferencia entre niveles sucesivos es <
3E,, por lo que podriamos generalizar la expresion como:

m°h?

AE =~ 2mV2/3

Cuanto menor es la masa de la particulay mas pequefia es la caja
mas separados estaran los niveles. En cambio, si my V son gran-
des, AE tiende a cero.

Parte a

e Consideramos un atomo de He en un volumen V=1m?,
siendo m=6.65x10?"kg.

n*h?
AE ~ —— = 825 X 1074/

2mV3

lo cual representa una cantidad despreciable y la energia parece
continua, esto es debido a que el volumen considerado es muy
grande (macroscépico) a pesar de que el atomo de He es muy
ligero.

Parte b

La funcion de particion de la particula de He esta dada por:

z = Zgie‘ﬁEi =g, e—PE1L 4 gze—ﬁEz + 936_‘853 + g4e_ﬁE4 .

i=1
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De la tabla (2.15.1) podemos reemplazar los valores calculados:

z = e P3Fo 4 3¢7F6F0 4 3¢=F%0 4 3¢7F11E0 4 ...

Siendo:
71'2h2 —42 1 -
Ey=—==825x10"%*] y p=—=10.72x10%"1
2mv3 kpT

El término exponencial en la sumatoria tiene un valor de e=#%o ~
1.

Podemos observar que para T > 10~8 K la diferencia entre un nivel
de energia y el siguiente es despreciable, por lo tanto, podemos
aproximar la suma a una integral. Teniendo en cuenta esta apro-

ximacion:
[oe)
zZ = .Uf e FEn dn,dn,dn,
1

Siendo E,, = E,,_ + En, +En,y considerando la simetria de la
caja.

Podemos resolver:
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w2h2 2 w2h? 2 w2h2 2
- zZ |k - z |y - 2z "z
oo = [oe] = [oe] =
z=~ [ e ‘emvd/ dn, fl e ‘emv3/ dn, f1 e ‘\mv3/ (dn,

- - . ZhZ
Realizando un cambio de variable adecuado x = |f (” 2) n
2my3

” _E(Lhzz>n’2‘ (zkaT)l/ ZV% ®
[ P L
0 7h 0

VI

2

zZ= F(ZmnkBT) 2

Notar que esta es la funcion de particion clasica para una parti-
cula libre”,

" Ver problema 16 del Capitulo 2.
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Problema 16

“Energia y velocidad més probable de un Gas ideal”

Dado un gas ideal calcular la energia mas probable y la velocidad
mas probable. Muestre que esta Ultima conduce a una energia que
es diferente de la méas probable. Discuta el resultado.

Resolucidn

e Gas ideal:
- La energia potencial de las fuerzas intermoleculares es
despreciable.
- La energia asociada con movimientos internos de rota-
cién y vibracion es despreciable.
- Toda la energia molecular es traslacional.
P* 1
2m 20
Este sistema responde a una estadistica de Maxwell-Boltzmann

2

N _ ,
n; =-4gie BE;
Donde:

n; = N = P; (probabilidad de que una particula se encuentre en
un estado de energia E;).

n; = n° de particulas que hay en cada estado con energia E;.

g; = degeneracion.
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N = n° total de particulas.
Calculo de la funcion de particion

e Consideramos la energia cinética de un gas ideal que
ocupa un volumen suficientemente grande

[ee]

Zgiscreto = Zgie_ﬂEi = Zcontinuo = f e_ﬁEg(E)dE
0

i
Donde g; —» g(E)dE (Representa el n° de estados moleculares
en el intervalo E y E +dE). Este n° proviene de las diferentes
orientaciones que puede tener un momento p para una energia de-
terminada.

Dada la ecuacion del n° de densidad de modos:

D()do = L 9
s Pt
2 27,2
SiendoE = £ =25 — ppy = k(w) = 222
2m 2m A
2m
ak _1_ 7 _m_1
do 2 [zmo  h [zmoe
n n

* Revisar problema 9 del Capitulo 2.
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D(w)dew = V 2mfew 1 4
w)aw m? R2 T w
h
m3/2y
D(a))da) = w = W\/ada)

Dado E = iw — dE = hdw

m3/2v  |EdE
g(E)dE = D(E)dE = ———

V2mend/z |h R
m3/2y m3/2y
— — 3
g(E)dE = NTE VEdE = e n)3VEdE

4V
g(E)dE = F(Zrnf*‘)l/ZEl/ZdE

e Funcion de particion:

oo 4V 2m3 1/2 oo
Z =f e-ﬁEg(E)dE=%f EY/?e PEGE
0 h 0
1+m
233/2
4V 1 Vm
7 = - (2m3)1/2 1
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|74
Z = P (2mmkyT)3/?

Aplicando la formula de la distribucion de Maxwell-Boltzmann

N N
n; = ggie‘ﬁEi - dn = ge‘ﬁEg(E)dE

dn NA4nV
_ 3 2 2 ,—PE
d_E_?F(Z’" YVEEM2e7
dn 4tN\2m3/?

E1/20-BE

dE ~ V23m3/2(nkyT)3/?

Obtenemos la ecuacion de Maxwell para la distribucion de Energias
de una molécula de gas ideal.

dn 2N

dE = WEI/ZG_BE (2161)

f(E) =

., 1
Dada la relacion: E = 5 muv?

dn_dndE JE = 4
dv  dEdv  4F T mvav
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dE _
dv = mv
dn 2N 1 1/2 1.2
(2 mp? -B(zmv?) |
dv  (mkyT)3/2 <2 mv ) ¢ mv
dn 4N 1 1/2 1,
- = . 2 2 —ﬁ(imv )
dv  (nkyT)3/2 (22 o ) ve

Obtenemos la ecuacion de Maxwell para la distribucion de velo-
cidades.

m
2rtkgT

fw) = % = 4nN ( )3/2 p2e~bzm) (2.16.2)

e Buscamos ahora la Energia mas probable:
Dada la ecuacion (2.16.1):

dn__ 2N
dE~ (mkgT)3/2

cte—siendo T=cte

E1/20-BE

Si llamamos y = E/2eFF - solo es necesario calcular el
maximo dey.
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-BE
d—yzle —ﬂEl/ze_ﬁE:O
dE 2 \E
Le—ﬁE — BEl/Ze—/j'E
2VE
. 1
=35
Energia mas probable:
kgT
b =y

Buscamos la velocidad mas probable:

Dada la ecuacion (2.16.2):

dn m 3/2 1,
Z_— 4N 2Bz mv?)
dv "<2nkBT) ve

cte

1
—muz)

Siendo y' = v2e PG

dv’ 1 1
d—j; = 2ve_3(§m”2) - gmvz(Zv)e_B(fmvz) =0

Zve_ﬁ(% mvz) = ﬁmv3e_3(%mv2)
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2k, T
Upmp = -

Reemplazando v,,, en la expresion de E

Velocidad més probable:

1 1  2kgT
E=-mv?=-m=—
2 m
Obtenemos:
E, - kBT

f(vVmp) a) f(E/Emp)

viv E/E

mp

Figura 2.16.1: Funciones de distribucion de Maxwell de a) Veloci-
dades y b) Energias.
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Debido a que las distribuciones no son simétricas el valor de
energia mas probable (E;,,), obtenido de la distribucion (ecua-
cién 2.16.1), no coincide con el valor de energia (E") obtenido,
al reemplazar el valor de velocidad mas probable (obtenido desde
la distribucion de velocidades 2.16.2).

Problema 17

“Longitud de onda de De Broglie”

a. Demostrar que la longitud de onda de De Broglie de una parti-
cula de masa m que se mueve con la velocidad mas probable de
una distribucion maxwelliana es:

A = h/[2m kgT]/?

b. Calcular la longitud de onda de De Broglie para un neutrén que
se mueve con la velocidad mas probable a 20° C.

c. Comparar el valor anterior con la distancia interatémica tipica
en un sélido. Discultir.

Resolucion
Parte a
e Expresion de la longitud de onda de De Broglie de una parti-

cula que se mueve con velocidad méas probable:
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Dada la relacion p = % > A= g (Longitud de onda de de Bro-
glie)

Siendo p = mvmp; donde m = masa de la particula y vmp = velocidad
mas probable.

2ksT
m

Ump

Reemplazamos en la expresion de A:

JZkB JnﬂZkB

2mkgT

Parte b

e Silaparticula es un neutrén que se mueve con vmpa T = 20°C
. = 1.6575 x 107%7kg (masa del neutron).

T=20°C=293°K

* Ver problema 16 del Capitulo 2.
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ks = 1381 x 1072/ /o

h =6.626 x 1073%].seg

6.626 X 10~ 3%J.seg

>A=
JZ-(1.6575 x 10—27Kg)-(1.381 ><10_23]/0K)~293°K
3 Kg m? seg
6.626 x 10734].se z’
A= J:5¢9 _ 1 809 x 10-10—S¢9" "~
3.662 x 10~24K g - Kg -2
seg seg
A=1.81 x10719m
Parte C

La distancia interatomica en un sélido es del orden de 10°m y
por lo tanto, del orden de la longitud de onda encontrada, por
esto se puede usar la difraccién de neutrones en el estudio de los
solidos.
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Problema 18

“Separacion media entre particulas”

a. Mostrar que la condicién de validez del tratamiento clasico de
un gas ideal, R >> A, donde R es la separacion media entre parti-
culas, equivale a la condicion:

(VIN)Y3>> h/(2nam ke T)*?

b. Mostrar que la condicién R >> A, es una consecuencia del prin-
cipio de incerteza de Heisenberg.

Resolucidn
Parte a

e Condicion de validez del tratamiento clasico de un gas ideal.
Siendo R, la separacion media entre particulas, la condicion
R > A, nos dice que la descripcion cuantica puede ser equi-
valente al movimiento de paquetes de onda correspondientes
a particulas individuales, las cuales se mueven independien-
temente de un modo cuasi-clasico.
-Podemos imaginar cada molécula en el centro de un pe-
quefio cubo de arista R, los cuales llenan todo el volumen
disponible V=V = R3N

()

1/3
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- La cantidad de movimiento medio p esta dado por:

ok
P=3

Obtenemos el valor medio de la cantidad de movimiento:

p=| fowip @18
0

siendo f (p)" = 52 = 4 (5 )3/%_26—:3(%%)

2mkgT m3

Si llamamos a las constantes de la ecuacién (2.18.1)
m \32 1
G =4m <2T[kBT ) m3’

2kzTm’

C;

Podemos reescribir la ecuacion (2.18.1) como:

p= le p3e~CP’dp (2.18.2)
0

* Revisar la distribucion de velocidades de Maxwell encontrada en el Problema 16 del Capitulo
2.
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Realizando un cambio de variables adecuado, siendo x = C,p?y
dx = 2C,pdp.

__ G
p ZZ_CZZJ; xe *dx (2.18.3)
=1

Reemplazando las constantes en la ecuacion (2.18.3), obtenemos:

Entonces A=t P
- D JJ2mmkgT

Luego dado la condicién R > A, tenemos:

v\1/3 h
(E) > J2mmkgT

Parte b

Para mostrar que la condicion R > A es una consecuencia del
principio de Incerteza de Heisenbeng, consideramos a R — dis-
tancia media entre particulas como la incerteza Ax que aparece
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por efectos cuénticos cuando se intenta especificar simultanea-
mente la posicidn y el momento lineal, por esto, se considera a p
como la incerteza Ap.

Luego a partir de la condicion R > Ay reemplazando R = Ax y
. h h
siendoA = - = A = —, tenemos
p Ap

Ax > Ai = AxAp 2 h Principio de Incerteza
: de Heisenberg.

Problema 19

“Ecuacion de estado (Gas ideal)”

Obtener la ecuacion de estado de un gas ideal:

PV = NkgT

Resolucién
e Ecuacion de Estado de un gas ideal

- Dada la expresion de la funcion de particion para una particula
del gas ideal:
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%4
Z"= P (2mnkyzT)3/?

La funcion de particion para N particulas indistinguibles sera:

_ZVN  vN(Q2mmkgT)3N/?

PENITT
Dada la relacion: Pt = 2204
B oV
dlnZ 0 (2mmk,T)3N/?
P :W NInV + In PRI —NInN+N
dlnZ N
v v
N
Entonces P = kBT;
Ecuacion de Estado de
PV = NksT un gas ideal

* Ver problema 16 del Capitulo 2.
t Expresion obtenida en el problema 2 del Capitulo 2.
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Problema 20

“Gas ideal de moléculas diatomicas”

Considere un gas ideal de moléculas diatbmicas heteronucleares.
Cada molécula posee un momento dipolar eléctrico p. Si el gas

esta inmerso en un campo eléctrico uniforme E = 2, cada molé-
cula tendra, adicionalmente a la energia debida a los demas grados
de libertad, una energia potencial V= - uecosd (0 = orientacion del
dipolo respecto a 2).

a. Obtener la funcién de particion del gas, Fy U.

b. Obtener la constante dieléctrica del gas.

Resolucion
Parte a

En buena aproximacion podemos escribir el hamiltoniano de una
molécula en forma aditiva.

H = H, +H, + H.+ H, + Hy + H,

Donde H, — define el movimiento traslacional del centro de
masa de la molécula = ¢.(s;) = energia de traslacion
del estado de traslacion s;.

H, — define el movimiento rotacional de los ndcleos de la
molécula alrededor de sus centros de masa =e¢,.(s,) =
energia de rotacion del estado de rotacional s,..

104



Ensamble Candnico Problema 20

H,, — define el movimiento vibracion mutuo de los nicleos
de las moléculas =¢,(s,) = energia de rotacion del es-
tado de rotacional s,,.

H, — representa el movimiento de los electrones alrededor
de los nucleos supuestos en una orientacion fija
=¢,(s,) = energia del estado electrénico correspon-
diente s,.

Hy — representa el movimiento de los ndcleos =&y (sy) =
energia nuclear del estado sy,.

Entonces los niveles energéticos se pueden escribir como:

S(S) = gt(st) + gr(sr) + gv(sv) + Se(se) + SN(SN) + sp(sp)

Donde H,y &, representa la energia potencial debida al campo
E = ¢&Z aplicado.

Entonces la funcidn de particién sera:
Z=2,2,2,Z,2xZ,

z.N

zZN zyN
:_N|;Z€:_;|;ZN:_;Z =

N! p N!

o z, = hl (2mmk,zT)3/?

3

_1 -
e z,= (ef" —1) - se comporta como un oscilador ar-
monico con unico modo vibracional de frecuencia ®w0 (mo-
delo de Einstein del cristal)
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o z, = Y2.(2l+ e Fll+De: 5| T > g, = 7, =L

€o
e z,=g.ePf - —g, = g, - energia del estado fundamen-
tal medido con respecto a un estado normal en que los nu-
cleos estan en reposo y con separacion infinito. g —grado de
degeneracion.
o zy=gye Feon

* z, = f:e_ﬁvd.(l
Siendo:
Energia del dipoloV = —ep = —uecos 0

df) — probabilidad de que un dipolo esté orientado segin
un angulo so6lido comprendido entre 2y 0 + df.

N =2n(1—cosh)yd =2mnsin6Hdo

Por lo tanto:

4m sinh(Sue)

T
z, = | 2mwsin @ ePrecost g =
P Of Bue

La funcién de particion sera:

N1V 1 kgT 47 sinh(Bue)1"
R 3/2. (pBhw _ B, Bea . —Beoy, . > NPT
Z= N Nl (2mmkgT) (Pt —1) o geeled - gye Peo Buie

La energia de Helmholtz esta dada por:

F 1lZ
= ——1In
B
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N Vv -1 kgT
F=—=In [ﬁ (mukgT)3/? - (efhe —1) ! -EL-geeBEd - gye Féon
0

ﬁ .
4m smh([)’ye)] N
Bue

Nov_XN
g B

F= —%{ln (% (ZmnkBT)3/2) — In(ePh® — 1) — In(gf) + IngeePee +

Ingye Pen + In[4msinh(Bue)] — In(Bue) —InN + 1} (2.20.1)

dlnz

La energia U esta dada por: U = T

dlnz a v (2mm\3/?
a‘; = N%[ln (F (%) ) — In(ef™ — 1) — In(gyB) + Ing.ePee +

In gye P%n + In4msinh(Bue) — In [?ue] + %(—N InN + N)

v 3\ p— -
alnz _ N [h_3(2m")3/2(—5)l3 5/2 hweBho & gesdeﬁsd _ gNEope Beop

ap ¥ (2 TP 1 5B | geePed | gye Poon

4mue cosh(Bue) _He l

h3

4m sinh(Bue) Bue

olmz _ [ 3  hw _2+ _ + UE
B 28 1—eFho B &d ™ Eon tanh(Bue)
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Ue
tanh(Bue)

hw td + €0, —

5
U=N|SksT+
1—eksT

Parte b
e Constante dieléctrica del gas:
A partir de la relacion termodinamica:
dF* = —SdT — PdV — MdE

Siendo M = N(u), donde (1) el momento dipolar promedio de

una molécula en la direccion del campo externo (E = €Z). Pode-
mos calcular el momento dipolar medio a partir de la ecuacién
(2.20.1)

oF 10

(W) = “Noe E%lnzp

_ 1[4mup cosh(Bue)  Bu
wr = B| 4msinh(Bue)  Bue

" Revisar (McQuarrie 1976).
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1
(1) = |pcoth(Bue) — Be

Siendo la polarizacién, el momento dipolar total por unidad de
volumen p = Y% y dada la relacion P = y.e (donde y, es la

susceptibilidad eléctrica). La constante dieléctrica en funcion de
X. €sté dada por:

e =1+ 4my,

P
e=14+4n—
£

4N 1
e =1+ :—V [,u coth(Bue) — ﬁ]
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Ensambles Candénicos Generalizados Problema 1

Problema 1

“Potencial quimico”

Utilizando la expresion de dF = —SdT — PdV + udN'y los re-
sultados para un gas ideal monoatémico del capitulo 2, demostrar
que el potencial quimico de tal gas, despreciando grados de liber-
tad internos, es:

w=puo(T) + keT InP

donde uo(T) = - ksT In[(2zm ke T/h?)*? keT ]

Resolucion

-Consideramos la expresion de dF dada por:
dF = —SdT — PdV + udN (3.1.1)

- La Funcion de Particion Candnica de un gas ideal es:

zN 14 3/2
Z = m , Z = F(ZﬂkaT)

Dado que la Energia libre de Helmholtz esta dada por:
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F= —kgTInZ = —kzTNInz — [—kzTNInN + N kT]
F= —kgTNInz+ kgT NInN — N kT
F= —kgTN (ln%) — NkgT

Por lo tanto, de la expresién de (3.1.1), podemos de decir que el
potencial quimico viene dado por:

oF ks TN
u=—==| = —kgTlnz+ kgTInN + —kgT
aN TV
z V 2nmkgT\%/?
p= kT (n) = —kBTlnN<T) (3.1.2)

Teniendo en cuenta la ecuacién de gases ideales PV = NkgT

1’4 kT . y:
Tenemos que 5= % — si reemplazamos en la ecuacion (3.1.2)
encontramos.

kgT (2mmkgT 3/2
= —ksTin (=)
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2mrkgT 3/2

uo(T)

u=puy(T) + kgTInP (3.1.3)

Problema?

“Funciones Homogéneas”

a. El teorema de Euler para funciones homogéneas de orden n, es
decir aquellas que cumplen con

f (AX1, AX2,....,AXN)= AN f (X1, X200 , XN) (3.2.1)
expresa que:
nf (X1, X2, s xn) = x1(0f/0x1) + x2(8f /0x3) + -+ xn(3f /0xy) (3.2.2)

Diferenciando (3.2.1) respecto de A y poniendo A=1, demostrar la
validez de (3.2.2).

b. Discutir si el potencial termodinamico ¥ es una funcién homo-
génea del volumen V y de que orden.

c. Utilizando la expresiéon p = — (2—3) y los resultados de a 'y
T,ﬂ

b, demostrar que: pV = —¥ = kzTInE.
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Resolucién

Parte a:

Problema2

e Teorema de Euler para funciones homogéneas de grado n.

Las funciones homogéneas son aquellas que cumplen la ecuacion:

fAx, Ay, e e e, Axy) = A (X1, X, v e e e

Diferenciamos esta ecuacion respecto a A

af()lxl,/lxz, VY v BESRE 1) Loty i G I > S
’ dxri
Podemos llamar Ax; = x'; = o = i
Entonces
d dx';
Wd—/{(f(/lxl,/lxz, ....,/lxN)) = A (g, X, e e e e
L
of of of
— — = pA"? Xy e e e s
ox'; X+ ax', Xy + ax'y Xy =n f(xy, %,
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S|A:1 = xli:xi

af df df _
x]_ d 1 + XZ dxz + - Na = n}{n 1f(x1,x2, ....,xN)
Parte b

Analizando la expresion del potencial termodinamico ¥ vemos:
Y=U-TS—puN (3.2.3)
Y su diferencial:
d¥ = —SdT —pdV —Ndp  (3.2.4)

Y(T,V,u) - las variables intensivas son consideradas constantes

y analizamos solo la dependencia con V.
Y(T,aV,u) = a¥(T,V,u)
Consideramos un crecimiento infinitesimal (e =1+ € ;€ K 1)

de V y expandimos en serie de Taylor alrededor de € = 0.

Y(T,(1+€)V, ,u)—‘}’(TV,u)+a A+e-1V

0w
W(T,(1+e)V,w) =¥(T,V,w)+ FAd
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De la ecuacion (3.2.4) obtenemos (‘;—j)w =—-p

W(T,(1+e€)V,u) =¥(T,V,u) —epV (3.2.5)

Reemplazamos la expresion de U* = TS — pV + uN en la ecua-
cion (3.2.3) y obtenemos:

Y =—pV
Finalmente reemplazando en la ecuacién (3.2.5)

Y(T,(1+€)V,u) =¥(T,V,u) +e¥(T,V,uw

YT, (A+€e)V,u)=0A+e)¥((T,V,un

Concluimos que W si es una funcion homogénea del volumen V,
de orden 1.

Parte C
ow
Dadoquep = — (W)w

Siendo ¥ una funcion homogénea de V, y teniendo en cuenta el
teorema de Euler para funciones homogéneas:

* Relacion de Euler(Callen 1985, pag.60), (Greiner, Neisi, and Stocker 1997, pag. 59) y (Reif
2009, pég. 314).
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YW, )=V <an> +
) s —_ aV -
Y=V (6‘1’) +
- \av
=

pV = —W = kzTInE

Problema 3

“Modelo de Adsorcion”

Para un modelo de adsorcidn en superficies, en el que cada sitio
puede tener un nimero de ocupacion 0,1y 2 con energias 0, 1y
€2, considere el namero medio de moléculas adsorbidas por sitio
<n> en el limite de T— 0 para todas las combinaciones de signos
y magnitudes relativas de (g1 - po) y (€2- o), siendo poel potencial
quimico del gasa T = 0. Explique los resultados heuristicamente.

Resolucion
Modelo de adsorcién en superficies:

- Cero particulas adsorbidas = ¢ =0
- Unaparticula adsorbida =e¢=¢1
- Dos particulas adsorbidas = ¢ =&
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e NuUmero medio de moléculas adsorbidas <n>en el limite T —
0 para todas las combinaciones de signos y magnitudes relati-
vas.

Funcion de particion Gran Candnica para un sitio:

9 = Z e~ B(Ej—uM;)

J
19 — 1 + e_B(El_H) + e_B(SZ_Zﬂ)

Funcion de particion Gran Canonica para N sitios = = 9N

El gran potencial es:

'4 Nl 9
= ——In
B

El n° medio de moléculas absorbidas esta dado por (n) = —%Z—Z
Luego

v o ( N

9Y 9 (LD (1 + eBleaw) 4 o=Blez-20) )

po ou\ pB ( )

oy N ([;e—ﬁ(sl—u) + 2[;9—1?(82—2#)) N(e—ﬁ(sl—u) + ze—B(SZ—ZM))
o B+ ePEW 1 e P20y (14 ePEi 1 g-Ble-2m)
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Entonces,

(e7Ber=h) 4 pe=Hler2)

{n) = (1+ eFEi 4 g-Fle—21)

(3.3.1)

Reescribimos la ecuacion (3.3.1)

1 2

() = B (1 + e PE 4 g Ber2m) | ghe20(1 4 e PG 4 g Bl 2m)

1 2
= eBlei—1) 4 eBller-wW—(e2-2)] 4 1 + eBlez—2p) 4 oBl(e2—2m)—(e1-w)] 4 1

(n)

Enelll'miteT—>0;ﬁ=kB%T—>oo Yy U= U

, , 1 2
dmin) = lim e o2l 5 1 T oB G2 ¢ gFle 20— 1
UKo

Consideramos todas las posibles combinaciones de signos y mag-
nitudes.

120




Ensambles Canodnicos Generalizados

Problema 3

e
(&1 —1o) >0 | (e1—1p) >0 | (&1—po) <0 | (e1—po) <0
(65— 2up) >0 | (= 21p) <O | (85—2p) >0 | (55— 2p) <0
lex = ol > ez — 26| 0 2 1 1
lex = ol < ez — 26| 0 2 1 2

Del resultado de todas las posibilidades podemos obtener el si-
guiente andlisis del comportamiento del sistema:

En el caso con & >puy y & > 2u,, el sistema
prefiere estar todo en la fase gas sin ninguna parti-
cula adsorbida.

Enelcasocon & >pu, y & < 2uy, la situacion
que minimiza la energia del sistema es cuando los
sitios estan ocupados con dos particulas adsorbidas.
Mientras que en el caso con & <, Y & > 2U, ,
la fase adsorbida con una sola particula por sitio es
la mas favorable.

Finalmente, enel casocon g; <y Y & < 2, , la
fase adsorbida es méas favorable y el nimero medio
de ocupacion dependera de la relacion entre los mé-
dulos de los términos |e; — ol Y le; — 24, ,Siendo
la mas favorable aquella de valor més alto.
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Problema 4

“Modelo de Adsorcion con interaccion”

En el modelo de adsorcion del problema 3 suponga ademas que
dos moléculas adsorbidas sobre un mismo sitio interactlan a tra-
vés de un modo vibracional de frecuencia ®. Es decir, la energia
para un sitio vacio es 0, la de un sitio con una molécula adsorbida
es 1y la de un sitio con dos moléculas adsorbidas es €2 + n’ho
(n’=0, 1, 2.......) Calcular:

a. La gran funcion de particion.
b. El potencial y.

c. El nimero medio de ocupacién <n>, obtenido directamente de

a)

d. El nimero medio de ocupacién <n>, obtenido directamente de
b)

e. La probabilidad de que el sistema esté en un estado n= 2, n’=

3.
Resolucion

Parte a

Gran funcién de Particién:
Para un sitio tenemos 9 = }; e—B(gj—un;)

Para N sitios = & = 9V = (1 + e Fli=m 4 Z;?:Oe—/?(Sﬁn'hw—zu))N
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o) N
= o= (1 + e Blei—1) 4 o=B(e2-21) Z e—ﬁn'hw)
n’=0

o) —ﬁ ‘how — 1
Donde Y _,e Fmhe = GeFo)

e—Ble2—210) >N

E=(14efawyp—
( (1 — e~ hhw)

Parte b

Potencial Gran Candnico ¥':

Y=

N o—Ble2—2u)
Ing = - Eln <1 + e Fle—m 4 )

|

Parte c

Numero medio de ocupacion <n> obtenido desde a:

Ze_ﬁ(EZ_ZH)

- —un;: -Ble1—w) 4 £~

() = Yine B(e1—nun;) _ e + 1= e Fay
Z}.e B(e1 un]) 14+ o—Ber-1) n e~ Be2—2p)

(1 — e~Phw)
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(1 — e_ﬁhw)e_ﬁ(gl_ﬂ) + 2€_ﬁ(52_2“)

() = (1 — e=Br0) (1 + e—Bler=W) 4 e—B(e2-2m)

Parte d
NUmero medio de ocupacion <n> obtenido desde b:

Dado d¥ = —SdT — pdV — Ndu

=3

Zﬂe_ﬁ(gz_zﬂ)(l — e_ﬁhw)

v N e Fer 4 (1 — e~ Phw)2
a - _E B _ e~ B(e2—21)
l <1 + e~ Blei-1) +m)
oY (1 — eBhe)e=Bler=w) 4 2p=Ble2=2)
Eri [(1 — e~Pho) (1 4+ e—Bla-w) 4 e—ﬁ(EZ—zu)]

(1 —_ e_ﬁhw)e_ﬁ(sl_ﬂ) + 2€_ﬁ(£2_2#)

n) = (1 — e Prw)(1 4+ e=Blea=m) 4 e—FBle2—21)
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Parte e

e Probabilidad de un sitio esté con dos particulas adsorbidas
(n=2) y en un estado n’ particular.
e Consideramos 1 sitio como el sistema y el resto como re-

servorio.
e—ﬁ(sz+n'hw—2u) e—ﬁ(£2+n’hw—2u)
P2 n = =
’ 9 e~ B(ez—2p)

-Bleg—w) 4 = =

(1 + e BE-w 4 (1—3‘371‘*’))
n' =3
6—5(82—2u+3hw)
Pas = e e PED

Problema 5

“Adsorcion de electrones”

Un sistema consiste en N sitios y N electrones. En un sitio deter-
minado hay s6lo un orbital accesible, pero puede estar ocupado
por 0, 1, 6 2 electrones. La energia del sitio es cero si esta vacio o
bien si s6lo hay un electrén. Si hay dos, la energia es ¢. Adicio-
nalmente hay un campo magnético que actta solo sobre los spines
de los electrones.
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a. Calcule el potencial quimico en funcion de la temperatura y del
campo magnético aplicado.

b. Encuentre la capacidad calorifica del sistema.

c. Determine la susceptibilidad magnética para campos pequefios.

Resolucion
Parte a

La energia adicional +ugH debida al campo magnético externo,

solo afecta cuando hay 1 electron adsorbido, el cual puede tener
dos orientaciones posibles. Cuando hay dos electrones en el orbi-
tal, por el principio de exclusion de Pauli, estos se deben orientar
de forma de tener los spines antiparalelos y la presencia del campo
magnético no produce cambio en la energia.

En este modelo los sitios pueden estar ocupados porn=0,10 2
electrones, si:

ng=0 - g =0

n =1 - & =—ugH

=1 - & =pugH

n,=2 - &=¢

Funcién de particion Gran Candnica para un sitio:

—B(Sj—nju)
Y= Z e

J
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9 =1+ e BusH-1) 4 o=BupH-1) 4 p=B(e-24)

El nimero medio de ocupacion por sitio sera:

(n) = zme
9

eBwsH+1) 4 o=B(upH—1) 4 2o—B(e-21)

(n) = 3 (3.5.1)

Dado que tenemos N sitios y N electrones, buscamos el valor del
potencial quimico para que N electrones estén adsorbidos en N

sitios. Esta condicion se cumple para (n) = 1.

Considerando esta condicion en la ecuacion (3.5.1):

ePlupH+r) 4 o=BlupH-1) 4 2o—F(e-21)
(n) = 3 =1

eBupH+1) 4 o=B(uBH-1) 4 Dp=Bl(e-21) = 9
Qe FE-21) = 1 4 g—Ble-21)

eBle-2w) — 1

Por lo tanto,

£ (352
l’l‘_z(")
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Se observa que para la condicion de (n) = 1 el potencial quimico
es independiente de la temperatura y del campo magnético.

Parte b

-Capacidad Calorifica

_B(Ej—n-ﬂ)

Dado que C = (%) y (=25 "~ © . !

_‘LLBH eﬁ(ﬂBH+/fL) + uBHe_ﬂ(ﬂBH_”) + ge_ﬁ(g_zu)

() 19

_NBH eﬁ”(eBHBH_ e_B#BH)_i. se_ﬁ(s_zﬂ)
(u) =

1+ eﬁ#(eﬁﬂBH + e‘ﬁHBH) + e B(e—2w)

—2ugH ePtsenh(BugH) + e P21
1+ 2ePrcosh(BugH) + eBE-21

(u) =

Considerando la condicion (3.5.2):

&
_ —ugH eﬁfsenh([y’,uBH) + ¢

(u) g
1+ ercosh(,B,uBH)
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_owap g 1
9B T’ AT  kgT?

3ugHe gE 21 g
a(uw) —(ugH)? ePe — %eﬁzsenh(ﬁﬂgH) - [(MBH)Z + %] eBZCOSh(ﬁHBH)

B (1 + eﬁ%cosh(ﬁ#BH)) ’

£ 2 £
(ugH)? e + @eﬁfsenh(ﬁuw) + [(uBH)2 + %] Pz cosh(Bu,H)
C =kpp?

z 3.5.3
(1 +ef2 cosh(ﬁyBH)) 2 ( )

Figura 3.5.1: Capacidad calorifica vs T (ecuacion 3.5.3).

Parte c

e Susceptibilidad magnética para campos pequefios
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A partir de la relacién entre la magnetizacion{M) por sitio y el
campo Magnético H, se define la susceptibilidad = (M) = yH

. . _B(Ej—n-#)
Donde (M) = W+
_ ‘uBeB(#BH'H'L) — MBe—ﬁ(,LLBH—u)
<M) - 1+ eﬁ#(eB#BH + e—ﬁliBH) + e—Ble-2uw)
Bu
ePH2senh H
(M) = i Brsl) (354
1+ 2 ePrcosh(BugH) + e Fle=21)

Aplicando la condicion (3.5.2):

&
,uBeﬁfsenh(ﬂyBH)
&
1+ eﬁfcosh(ﬁuBH)

(M) = (3.5.5)

~ H
— Para campos pequefios ’:LT <1
B

MBH) _kgH

inh
st (kBT kT

H
cosh (G:T) ~1
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z.uBeB%(ﬁMBH)z pg?BH
M) T (e )

I 2 H 6 H 10
T
Figura 3.5.2: Susceptibilidad Magnética vs T (ecuacion 3.5.6).
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Problema 6

“Fluctuaciones en el numero de particulas”

Estudie las fluctuaciones en el nimero de particulas en el forma-
lismo gran canonico, suponiendo que las particulas son indepen-
dientes de tal forma que la distribucion de probabilidad del
numero de particulas pueda ser aproximada por una distribucion
de Poisson. Muestre que:

((AN)H=(N) ; AN=N-(N)
a. Muestre que se puede escribir también:
((AN)?) = (0(N) /0 Bp) p.v

b. De los resultados anteriores, muestre que para un gas de par-
ticulas no interactivas se tiene:

@BWop)=pt ; (p = densidad)

c. Finalmente muestre que un gas de particulas no interactuan-
tes verifica la ecuacion de los gases ideales.

Resolucion
Parte a
e Las particulas son independientes de forma que su distri-

bucidn de probabilidad puede aproximarse a una distribu-
cion de Poisson.
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e Consideramos que las N particulas pueden entrar y salir
libremente de un volumen v, dentro de un volumen V
donde existen un n® Nt de particulas (reservorio).

e 00 ©0 _o| N
TR d

Llamamos:

e p: probabilidad de que una particula esté dentro de v.
v
P~y

q =1 p: probabilidad de que una particula esté fuera

1 v
q %

e P(N): Probabilidad de encontrar N particulas en v; para
P<<1lyN<<Nr
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P(N) = LPN(]_ _ p)NT—N
N! (NT —N)!
Donde:
N7! _ y
(NT_N)' - NT(NT_l)(NT_Z) ......... (NT—N+1) zNT

In(1 = p)" = (Ny = N)In(1 - p)’
pZ
= (N =N)(-p-5 =)
In(1 —p)"~N ~ —Nrp

(1=p)rt ~ et

Finalmente tenemos:

N

N.
P(N) = —pVe

Illamando A = N;p, obtenemos:

N
Distribucion de Poisson | P(N) = %e"l (3.6.1)

“In(l-x) = -T =
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El valor medio de N viene dado por:

o (o] }{-AN_I ,
N=0 N=1
Llamamos N' =N —1
[ee] }{N’
_ - ]
(Ny = 2 Z e
N'=0

(Ny=21 (3.6.2)

El valor medio de N2 viene dado por:

(N?) = z N2P(N) = z N2
N=0 N=0 )

;siendo N(N — 1) = N? — N podemos escribir:

* x _ woo X"
e —Zn=0_,
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had AN-2)25-2 had e=AN
(N%) = NZ;N(N_DN(N—D(N—Z)!-I_Z N!

(N)
Llamamos N' = N — 2

N=0

Nr -1

00/1 e
2\ — 92
(N%) =4 Z N'!
Nr=0
=1

+ (N)

(N2) = 22 + (V)

Pero de la ecuacion (3.6.2): 1 = (N) = 12 = (N)?
(N?) = (N)* + (N)

(N2) = (N)* = (N)

((AN)?) = (N)

Parte b

e Obtenemos ((AN)?) desde el formalismo Gran Cano-

nico.

Dado que el valor medio (N) esta dado por:
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XN FEaN)

(N> - Z] e—ﬁ(Ej—[th)

sdonde = = Z e~ B(Ej—uN;)
j

(N)

_ 13 ﬁNje—ﬁ(Ef—#Ni) _ kBT< d )

= —InZE
B Y, e~ B(Ej—uN;) ou B

9
(N) = k T(—ln :) (3.6.3)
’ ou BV

Luego el valor medio de N? esta dado por:

Z] Ivjze—ﬁ(E]—[le)

2y —
(N?) = 2]_e_,g(lsj—uN,-)

-
.
=

Siendo (—)ﬁv = ﬁzjlvje_ﬁ(Ej—ﬂNj) — %

kgT

20 2\
o), ; kg*T

Por lo tanto

ou
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kp’T? (9%E
(N?) = B.__ (ﬁ)
o 124 BV

(N?) = kg’T? @ (65) _ k’T? 0 ((N)E)

T ou\du E op\ kT

kg®T? (N) 02  kg’T? E 0(N)

2\ -
(V%) = 2 kgTou 2 kgT ou
d d(N)
2y — . — =
(N?) = (N) o (kgTInZ) + kzT o
(V)
d(N)
2\ — 2
(N?) = (N)* + kgT En

Siendo ((AN)?) = (N?) — (N)?

(ANY) = kaT =5 —( "’5“>B,v
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Parte c

De los resultados anteriores ((AN)?) = (N) ;

o)

= (N) = (%)ﬁ,v

Dividiendo ambos miembros por el volumen

V\ opu ﬁ’V_V

(N)
vy Lm
opu v
BV
siendo la densidad p = (1‘\/’—)
(57, =
0By, "

(a%)ﬁv =p 1 (364

139

Problema 6

((AN)?) =



Ensambles Candénicos Generalizados Problema 6

Parte d

La ecuacion de gases ideales se verifica para un gas de particulas
no interactuantes.

El potencial quimico esta dado por la ecuacion (3.1.1):

U= uy(T) + kgTInP

Y la ecuacion de estado gases ideales es PV = NkgT o
P=pkBT

Por lo tanto, podemos escribir:
p = po(T) + kgT In(pkgT)
l.,[ = ‘L[()(T) + kBTlnp + kBTln(kBT)
Bu = Pue(T) +Inp + In(kgT)

Si derivamos Bu respecto de la densidad a V y B constantes, tene-
mos:
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verificando la ecuacion (3.6.4) encontrada en el punto c.

Problema 7

“Gas ideal en el campo gravitatorio”

Considere un gas ideal en un volumen de base Ay altura z, de
moléculas de masa m en el campo gravitatorio, suponiendo que T
no varia con la altura, obtener la expresion de la presién en fun-
cion de la altura:

P(2) = p(0) ePmer

conocida como "ecuacion barométrica".

Resolucién

Dado que el potencial quimico es una constante, podemos a partir
de éste deducir una ecuacion para la presion en funcién de la al-
tura.

Dada la ecuacién:
dU = TdS — PdV + udN

El potencial quimico sera:

— —T—+ P

_<aU s v
H=\oN~ " on azv)
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Donde U = N(mgz + >kgT)

6U_ +3kT 3.71

Luego, siendo un gas ideal = PV = NkgT

oV kgT 272
ON P (3.7.2)

Considerando que la expresion de la entropia para un gas ideal
esta dada por:

L] 3
S*=Nk311’1 +§NkB

v <2nkaT>
3h?

27ka3)3/2 3

3
§ = NkglnV + Nk 5InT + Nkyln (W +5 Nk

Nota: Podemos considerar que la entropia del gas ideal no se ve
afectada por la adicion de la energia potencial gravitatoria, dado

* Esta expresion puede ser encontrada en libros de texto (R. K. Pathria 2011; Reif 2009).
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que en un pequefio elemento de volumen de altura z la energia
potencial puede ser considerada constante. Siendo F=U-TS, po-
demos  escribir  S=  kg[In(ZpreeF™9%) + B(Epipre + mgz)]| =
kglInZypre + BEjiprel-

aS—k 1 V+31 T+1
oy = ke |In >1n n

2nmkp
3h°

3/
2 3
> +5| B73)

G

Luego reemplazando (3.7.1, 3.7.2 y 3.7.3) en la expresion de p,
obtenemos:

3 3
u=mgz+ EkBT—TkB [an+ ElnT+G] + kgT ;

NkgT
Reemplazando V = —2-

NkzT 3
+EmT+G

5
U=mgz+ EkBT —Tkg|In

Considerando el requerimiento de que py T son constantes tene-
mos:

NKgT
du=0=mgdz —d [Tk31n< )]
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P
0= mgdz+d [TkBln (NkBT)]

NkzT dP
P NkgT

ar
fmgdzzf—kBTT

mgz = — kgTInP + cte

0 = mgdz + Tkg

mp=-"92_ Inc
nP = kT n
Finalmente
_mgz
P(z) = Ce %87 >paraz=0= P(0)=C

mgz

P(z) = P(0)e *sT | Ecuacion barométrica
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Problema 8

“Banda Elastica”

Considerar el problema de la banda polimérica (Problema 9 del
Capitulo 1) desde el punto de vista del formalismo candnico de
Gibbs (notar que el peso aplicado juega el papel de un “reservorio
de tension”). Obtener las ecuaciones fundamentales que describen
el comportamiento del sistema.

Resolucién
e Funcién de particion candnica de Gibbs:
r= z e PHj
j
Donde H; = E; + PV; (entalpia)

Analizamos el valor de H; para cada mondémero unitario

= Tl
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Mondémero  Entalpia

1 ¢ (mondémero unitario a lo largo de y)
! ¢ (monoémero unitario a lo largo de —y)
— -aC (mondmero unitario a lo largo de x)
— +al (monomero unitario a lo largo de -x)

Dado que la funcion canénica de Gibbs es: I' = yV; siendo y la
funcidn de particién de un ménomero.

y=ePe 4 e7Peq gmhat 4 ghal
r= ( 2e~P¢ + 2 cosh(Ba?) )N

Veamos qué relacion nos da la longitud media (L,,).
Siendo F = reservorio de presion.

Consideramos la expresion general de la entalpia H; = E; + PV
en una dimension:

Pero F = —C= H; = E; — TL,;
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Luego el valor medio (L, ) estard dado por:

Y, Lye PEUG) 19
= ——In
Y e B(Ej—TLyj) B ac -

(Ly) = e~ B(Ej—Tly))

)= 22 r
= B

Dadoquelnl = ln( 2e~P¢ + 2 cosh(Ba?) )N

N 2fa sinh(fa?)

(Ly) = E (2e=F¢ + 2 cosh(Ba?))

Na sinh(Ba?)

(Ly) = (e=#¢ + cosh(Ba?))

* Esta misma expresion fue encontrada a través de formalismo Cannico (Problema 8 del Ca-
pitulo 2).
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Capitulo 4

Equilibrio entre Fases y
Especies Quimicas
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Problema 1

“Liquido confinado”

Considere un liquido confinado a un volumen V1 mediante un ta-
bique que lo separa de un volumen Vzen el cual se hace vacio. El
sistema se mantiene termostatizado a una temperatura T< T,
donde Tces latemperatura del punto critico. Describa la evolucién
del sistema al retirar el tabique.

Resolucion

e Estado inicial (P;, T).

Vi

Vi

Liquido |

e Estado final: sin tabique. (Ps, T).
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Al quitar el tabique el liquido comienza a evaporarse de forma de
mantener la temperatura T y lograr el equilibrio en esta transfor-
macién de fase de liquido a gas, la presion del sistema disminuye
hasta alcanzar la presion de vapor (Ps), que es la presion a la cual
el vapor esté en equilibrio con su liquido (Figura 4.1.1).

P
Sélido Liquido
P i _- —- - — punto critico.
o7 U
puntojItiple. :
©o
I Gas
1
T T

Figura 4.1.1: Diagrama de fase P-T.

Problema 2

“Entropia de evaporacion”

Experimentalmente se encuentra que la entropia de evaporacion
(calor latente de evaporacion dividido por la temperatura) en el
punto de ebulliciéon a presion de latm es aproximadamente la

misma para muchos liquidos.
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Intente dar una explicacion microscopica de este hecho.

Resolucion

Vamos a tratar de explicar, microscopicamente, porqué experi-
mentalmente se encuentra que para muchos liquidos la entropia
de evaporacion en el punto de ebullicion a una misma presion es
aproximadamente la misma.

S levap

evap =~ = cte

Imaginemos la superficie de un liquido:

Para evaporar una molécula del
liquido, tenemos que proporcio-
nar una energia que sea capaz de
arrancar a cada molécula, dado
que los liquidos no tienen una
red cristalina, como es el caso de los s6lidos, la interaccion de una
molécula con el resto es aproximadamente la misma para todos
los liquidos.
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Considerando que estas moléculas sienten un potencial de inter-
accion del tipo Lennard-Jones

o =-a (5 - (5

U(R)

Vemos que la energia que se necesita para arrancar a una molé-
cula del liquido debe ser proporcional a Ug

levap ~Uy

y dado que la temperatura necesaria para la evaporacion aumenta
a medida que aumenta la profundidad Uo = T ~ U,, por lo tanto

Ug
— =~ cte
T

Esto significa que:

levap ﬂ

=~ cte
T
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Debemos aclarar que hemos considerado que la energia poten-
cial que siente la molécula tiene su mayor dependencia en la pro-
fundidad U, y que la dependencia con R, (diametro de la
molécula) y con R es mucho menor y no la tenemos en cuenta en
el analisis cualitativo.

Problema 3

“Calores latentes”

Para el amonio sélido existe una formula para la presion de vapor
(en mm de Hg) la que establece que:

Inps = 23.03 — 3754/T
donde T esta en Kelvin.

Por otra parte, para el amonio liquido, la presion de vapor esta
dada por:

Inp; = 19.49 — 3063/T
a. Encuentre la temperatura del punto triple.

b. Determine el calor latente de vaporizacion y de sublimacion en
el punto triple.

c. Encuentre el calor latente de fusion en el punto triple.
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Resolucion
Parte a
Temperatura del punto triple.

En el punto triple, las tres fases coexisten en equilibrio, por lo
tanto, tienen el mismo valor de presion y de temperatura.

P
Sélido Liquido
punto critico.
punto Triple.
p
Gas
T
Por lo tanto
Inps =Inp;
9303 _ 3063
' B T
3754 3063
— ——— =23.03—-19.49

T T
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- 3754 — 3063
~ 23.03 —19.49

T, = 195.2 °K

Parte b

Calor latente de vaporizacién y de sublimacion en el unto triple.
Dada la expresion para la presion de vapor derivada de la ecua-
cion de Clausius-Clapeyron dada por:

l
Inp = —ﬁ+cte. ;

l = calor latente de transformacion

VVemos que para el amonio liquido tenemos:

6 l
Inp, = 19.49 —p o es de la forma Inp = _ﬁ+ cte

donde cte =19.49, por lo tanto:
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lvaporizacién = 3063-R

(El valor 3063 debe tener
unidades de temperatura)

Joule

=3063- (8'3143 mol°K) R es la constante de gases

Joule
lvaporizacién = 25467W

De igual forma para el amonio sélido

1 = 23.03 3754 _ t :
np, = 23. 7 = cte— o

Cte. = 23.03

Joule )

| = 3754 <8.3143
mol°K

Joule
lsublimacion = 31212 mol
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Parte c
Calor latente de fusion en el punto triple.

-El proceso de sublimacion es una transformacion de fase de gas-
solido = sdlido-gas.

-El proceso de vaporizacion es una transformacion de fase li-
quido-gas = gas-liquido.

Y el proceso de fusion es una transformacion de solido-liquido =
liquido-solido.

Joule
Lsubtimacion = 31212 mol (sélido — gas)

Joule o
lvaporizacién = 25467m (gas — liquido)

lfusi(m = lsublimacién - lvaporizacién = (SOlldO - lluldO)

Joule
Lrusion = (31212 — 25467)

mo

Joule
mol

lfusi(')n = 574‘5
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Problema 4

“Variacion del Calor latente con T”

El calor molar latente de transformacion para ir de la fase 1 a la
fase 2 es | para una T y p dadas. Encuentre el calor de transforma-
cion para una temperatura ligeramente diferente, es decir dI/dT.
Exprese la respuesta en términos de |, del calor especifico molar
cp, del coeficiente de expansion a y del volumen molar v de cada
fase en la temperatura y presién originales.

Resolucién

El calor latente es de la forma: [ = [(T, P), tenemos:

dl_ (61) +(6l> dP 441
dr — \aT/)p, \aP/,drT (44.1)

Dado que el calor latente esta dado por: [ = TAS

<al) —AS+T(6AS>
aT/)p aT /p

(E)l) _T<6AS>
oP). ~\oP/;
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dap l

De La ecuacion de Clausius-Clapeyron = — = —
ar TAv

-luego reemplazando en la ecuacion (4.4.1)

4oaser(Z) e r () Lz
ar aT /p oP /; TAv (4.4:2)

., s\ . ov
Dada la relacion (—) = — (—)
oP T oT p
. ., 1[0V
Y el coeficiente de expansion a = — (—)
v \OoT P
(5)
av=—|=—
fi H as
El calor especifico molar viene dado por c, =T (5)
P

Podemos escribir la ecuacién (4.4.2) en forma extendida

al T(652> T<651> +AS + l [(652) (651) ]
dr ~  \aT /, aT /p Av I\ar /), \oP);

* Relacion de Maxwell.
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dl l
a7 frz Tt + T + Av [—azv, + ayvy]

TRVEY

av,; — “1171)]
dT

UV, =1

Problema 5

“Velocidad de una barra en un bloque de hielo”

Se tiene una barra de acero de seccion rectangular (altura a'y an-
cho b) colocada sobre un bloque de hielo. De los costados de la
barra penden dos blogues de acero de masa m cada uno. Todo el
sistema estd a 0°C. Como resultado de la presion ejercida por la
barra, el hielo se funde debajo de ella 'y se vuelve a congelar por
encima. Es decir, se libera calor arriba de la barra, se conduce a
través del metal y es absorbido por el hielo debajo de la barra.

Encuentre una expresion aproximada para la velocidad con que la
barra se mueve a través del hielo. La respuesta tiene que estar en
funcion del calor latente de fusién | por gramo de hielo, las den-
sidades piy pwdel hielo y del agua respectivamente, la conducti-
vidad térmica « del acero, la temperatura T del hielo, la
aceleracion de la gravedad g, la masa m y las dimensiones a, b y
¢, siendo c el ancho del blogue de hielo (problema 8.8 del (Reif
2009)).

161



Equilibrio entre Fases y Especies Quimicas Problema 5

Resolucion

! !
mg mg
P
Liquido
2mg
Po+ - — \e— T.
be Pﬁp punto critico.
Pof =~ 'r
1
Solido! /' "¢
i Gas
Ll
T,-AT T T

Figura 4.5.1: Diagrama de fase P-T.

Ap = 2mg
bc
e La velocidad con la que la barra se mueve a través del
. , Ah . .
hielo est4 dada por: v = e donde Ah es la distancia que

recorre la barra en un tiempo At.
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e El flyjo de calor generado en un tiempo At esta dado por:
A_Q _ l fusion
ANt AAt

A = Area derretida = bc

Leusion = calor latente de transformacion.

AT
== ko (451)

AAt
Donde:
- k=conductividad térmica.
H : -z oT
- Flujo de calor en la direcciébnz > —K - %)

oT .
i gradiente de temperatura.

Trabajamos con la ecuacion (4.5.1):

L __ aTAp
ane - “anap (2

A pesar de que el sistema completo se encuentra a T=cte. y a
p=cte. Vemos en el diagrama P-T (Figura 4.5.1), que localmente
existe una variacion AT y AP, por lo que es adecuado utilizar la
ecuacion de Clausius- Clapeyron.

AP
AT ~— TAV

Luego, reemplazamos en la ecuacion (4.5.2):
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AR g TAV
AAt l

Ah KAPA AVT
A U T 12
mgT
V=K bc(V, — V)
2mg

Donde hemos reemplazado: Ap = e

A =bc
AV =V, -V,
Y dado que V = masa de agua ; p = densidad

p

)

2mgT (ma mh)

2 \p, o,

Pa Ph

vV=-—-K

considerando que m;(masa de hielo) = m,(masa de agua),
sacamos factor comun.

2mgT 1 1
e (2

12 0. pp

Pa Pn

Podemos poner my, = Vp,, = abcpy,, (py, = densidad del hielo)
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Problema 6

“Constante de Equilibrio”

La constante de equilibrio de una reaccion puede definirse de
otras maneras alternativas a la ecuacion (4.6.1) o0 (4.6.2)

no(N)Vi = K(T,V) (4.6.1)0

Lo (M) = K.() (462)

Definiendo K,(T) = []; p;"t, donde pies la presion parcial de la
especie i en una mezcla ideal, encontrar la relacién entre Kp(T) y
K(T,V).

Resolucion
Consideramos la presién de una mezcla ideal dada por:

_ NiksT
v

Podemos reemplazar en la ecuacion (4.6.1)

Di
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vi

1) =

i=0

U o lﬁ ("BTT)_W = K(T,V)

K, (T) (kBTT)_Zivi = K(T,V)

Finalmente podemos escribir la relacion entre Kp(T) y K(T,V).

Xiv;
B

K,(T) = (7) K(T,V) (4.6.3)

Adicionalmente podemos escribir la relacion entre Kp(T) y Kc(T).

Ky(T) = (kTS (T)  (464)

" Revisar (McQuarrie 1976)
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Problema 7
“Disociacion de Agua”

Se introducen v moles de H2 O en forma gaseosa en un recipiente
de volumen V. El gas puede disociarse de acuerdo a la reaccion:

2H20 — 2H2+ O2

Si & denota el grado de disociacién auna Ty p dadas, escriba una
ecuacion que vincule ¢ con p y Kp (T).

Resolucién

e Buscamos la constante de equilibrio como funciénde py &.
— Podemos escribir la reaccion de la forma };; v;4; = 0

2H,0 + 0, — 2H, = 0 (v; — coeficiente estequeométrico)

Analizamos el avance de la reaccién:

auntiempo t=0 a un tiempo t posterior
bajas temperaturas temperatura T
(no hay disociacion) (hay disociacion)
Xn,0 = 2v - Xu,0 = 2vo(1 = %)
Xy, =0 - Xn, =2v08
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Xo, =0 - Xo, = Vo§
Donde X; = n° de moles de las sustancias componentes.

Dado que la constante de equilibrio esta dada por:

K(T,V) = H[Ni]"i = [N;] = n° de moles

2

[ [Xo,] _ (2vod? o)) _
Kno  Gv?A-92 -9 "

K(T,V) =

El n° de moles totales es = 2vy& + vo& + 2v,(1 —§) =
= 3VOE + 2V0 - ZVOE - VOE + ZVO
N=v,(2+%)

Dado la ecuacion de gases ideales:

_ NkjgT
v

kT
p =2+

_ pV
Vo= 2 OkyT
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. ., . knT\ZiVi
Considerando la relacion: K,,(T)" = (%) K(T,V)

T 2+172 §3
K (T) :< IB/ ) (1-9)32 0
kpT & pV

) = A2+ Ok,T

Kp(T) =p8(1 -2+~

Problema 8

“Disociacion de HI”

En un recipiente de reaccion con un volumen de 0.1m3a una tem-
peratura T = 700 K se encuentra 4 x10™ moles de Hz, 2 x10 mo-
les de 12y 2.09 x10° moles de HI, en equilibrio respecto de la
reaccion

2HI & H2+ 12

* Relaci6n encontrada en el problema 6 del Capitulo 4.
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Si se agregan otros 10 moles de HI en el recipiente, el que es
mantenido a la misma temperatura, ¢cuél sera la cantidad de cada
una de las especies cuando se restablezca el equilibrio?

Resolucion

e Lareacciones
2HI 2 H,+ 1,

H, +1,—2HI =0
e Se agregan 102 moles de HI en el recipiente a la
misma temperatura
ny, = 4 x 10 ~* moles
1% situacion (equilibrio) { n,, = 2 x 10 ~* moles
ny; = 2.09 X 10 ~3 moles

Siendo n; nimeros de moles por unidad de volumen.

Podemos calcular la constante de equilibrio.

K.(T) = ny,n,  (4x10 *moles)(2 x 10 ~* moles)
T gt (2.09 x 10 ~3 moles)?

K,(T) = 0.018

2% Sjtuacion: se agregan 10~ moles de HI a la misma T.
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Estado inicial ( ™, = 4 X 10 ~* moles
n, = 2x 10 ~*moles

no equilibrio
(no eq ) ny; = 3.09 X 10 ~3 moles

. ny = ng + x
Estado final fa Ha

n12=7’l]2+ X

(equnlbl'iO) n,HI == nHI - Zx

Como la temperatura es constante la constante de equilibrio debe
ser la misma que para la primera situacion.

(g, +x)(ny, +x)

Ko = (N — 2x)?

= (0.018

ny,n, + x(nH2 + n,z) + x2 = K. (T)(ny,? — 4xny; + 4x?)

xz(l - 4KC) + x(nHZ + nlz + 4nH1KC) + nHlTllz - TLHIZKC = 0

Esta es una ecuacion de 2% grado en x, donde:
b = (ny, +n, + 4nyK,) = 8.2248 x 10™*
c=-9.1866 x 1078

a=0.928
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—b ++Vb?% — 4ac
x =
2a

_ —8.2248 x 107* +,/(8.2248 x 10~*)> — 4(—9.1866 x 10-8)(0.928)
- 1,856

—8.2248 x 107* +1.0087 x 1073
1.856

Solo nos interesa el valor de x positivo, por lo que tenemos:

X =

x =1.0033 x 107*

Luego las cantidades en el equilibrio seran:

n'y, = (4x107*+ 1.0033 x 107*) moles

n’y, = 5.0033 x 10~* moles

n’;, = (2x10~*+ 1.0033 x 107*) moles

n’;, = 3.0033 x 10~* moles

n'y; = (3.09 X 10 73 — 2.0066 x 10~%) moles

N’y = 2.8893 x 1073 moles
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Problema 9

“Disociacion de O2”
Calcule Kp(T) para la reaccion de disociacion del oxigeno:
0220

¢ Qué temperatura hace falta para que se disocie una fraccion apre-
ciable de O2 (digamos el 1%)?

Resolucién

e Constantes de equilibrio:

Kp(T)* = (kBT)ZiviKC(T)

%

K(T, V)t ==
Zo,

z; funcion de particion de una especie i.

2
(ZO/V) — zp?
ZOZ/V Zo, 174

Por conveniencia trabajaremos con K, (T)* =

" Ver problema 6 del Capitulo 4.

 Revisar (Zgrablich 2009).

£ ver (McQuarrie 1976).
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Considerando de cada especie los grados traslacionales e internos,
y siendo una mezcla ideal podemos escribir:

Z *Zo(ine)”
K(T, V) — O(tras) “o0(int)

O2(tras)” Oz(int)

3/
2mmokpT 2
ZO(tras) = (%) 4

3
2mmgo., kgT /2
ZOZ(tras) = ( ;Zzz 2 ) 4

Zociney 2V
K(T, V) = —0302"0
U “O0z(int)

h2 /2 2
Donde llamamos A, = ( ) sp=0
2nukgT mo,

Por lo tanto, K,.(T) seré:
Zo(int)’
K.(T) ==,—— (48.1)

Ay Zoz(int)

_Be.0 .
Zogint) = 9o° + 9:.%e7Pe = g,9 (atoémico)

" Ver (Zgrablich 2009).
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Z0,yimey = Z0,(VIb)Zy, (rot)Zy, (elec) (molecular)

Donde:

Zo,(wib) = (1 —e~Fhe)™

k
Zo,(rot) = % (homonuclear)
217

Zy,(elec) = go“2ePPe + g,02e e 4 ...

hw _ 1 h?

Zy, (rot) = !
0,(rot) = - 0
Zy,(elec) = g, efPo (es una buena aproximacion)

Reemplazando en (4.8.1) obtenemos:

K.(T) = {02 (1 —e‘e—r")e-BDo (4.8.2)

Au3g002 T
Y finalmente
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0)2 0y
K,(T) = k5(96%) 5 0, (1 — e‘?) e~hBDo (4.8.3)

AuSQOOZ

Por otro lado, analizamos el avance de la reaccién:

02220; 20-0; =0

noz = 1V0

Estado inicial {
no = 0

= 0, no se ha disociado

no, nimero de moles por unidad de volumen.

v, es el nimero de moles iniciales, lo consideraremos igual a
1 sin perder generalidad.

Queremos saber qué temperatura hace falta para que O se di-
socie por lo menos 1%. Por lo tanto, consideraremos el estado
final, aquel en el cual se ha disociado un 1%:

no, = (1 =)

Estado final N = 28

} donde & = 0.01 (1%)

2
Dado que K(T) = :L, reemplazamos:
02

* Las contantes 6,,6,yDo se pueden obtener de tablas (Zgrablich 2009).
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48 4(0.01)?

KM =a—9~ @T=001)

K.(T) = 4.04 x10™* (4.8.4)

Luego igualamos las ecuaciones (4.8.2) y (4.8.4)

1 @26,

K.(T) =
D=y T

6y
<1 - e‘T) e BPo = 4,04 x 107*

Resolveremos esta ecuacion graficamente.
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0.0010

Ke(T)
0.0008 -
0.0006 -

0.0004

0.0002 +

0.0000

500 510 520 530 540 550 560 570 580
T(K)

Figura 4.9.1: Constante de reaccion como funcidn de la temperatura.

De la Figura 4.9.1, podemos obtener la temperatura aproximada
de disociacion para O.

T* =~ 558.56K]

" El valor encontrado esté en el rango reportado en la literatura (Golodets 1983).
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Problema 10

“Disociacion de HCI”

Repetir lo mismo del problema 9 para la reaccion de disociacion
de HCI:

2HC1l <H2+Cl2

Resolucién

e La constante de equilibrio esta dada por:

ZH,Zcl,

K(T, V) = ,

Zycl

ZH, (int) ZCl,(int)
vV %4
Au3 Au3 ZH, (int) ZCly(ing)
K(T,V) = =

2 2
(ZHCl(int) V) ZHCl(iTLt)
6
A#

K(T,V)t = K.(T)

* Ver (Zgrablich 2009).
T Revisar (McQuarrie 1976).

179



Equilibrio entre Fases y Especies Quimicas Problema 10

ZHz(int) = ZHZ(vib)ZHz(rot)ZHz(elect)
Zei,int) = Zci,wiv)Zctyrot)Zciy(elect)

Zzzfcz(int) = Zflcz(vib)Zzzfcz(rot)ZfIcz(elect)

Luego:

(1 _GvHCl)
H. Cl 2 —e T
9o 90 * ( erHCl) ﬁ(D:2+ DgLZ_ZD(I)-ICl)

K.(T) =
() (9o"D? 46:n, Orcy, (1 — e_GVTHZ> (1 - e'gvraz)

0y,

2

Donde { 8-, ¢ son constantes conocidas
Dy,

i

Por otro lado, queremos conocer T para un grado de disociacién
del 1%

Hz + Cl2 - 2HCI =0

(Consideramos 1 mol de HClI inicial)

" Las contantes se pueden obtener de tablas (Zgrablich 2009).
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Estado inicial Estado final
Nyer = 2(1) Nyer = 2(1 —9)
ny, =0 ny, = §
ne, =0 N, = §
Por lo tanto:
3 ©O01° _ 2.55x 107°

Ke(T) = 41-92  4(1-0.01)?2

Igualamos las constantes de equilibrio:

0. 2
(1 o v7l:ICl)
Hy , CL 2 -
902902 (Brycr) B(og'2+ pg*2-2pf!

o )= 255%10°°
(9o")? 4 6.y, Orcy, (1 _ 8—9”7{12) (1 _ e—%)

KC(T) =

Al igual que en el problema 9, resolveremos la ecuacion grafica-
mente.
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0.00005
Ke(T)
0.00004

0.00003

0.00002

0.00001

00000 F——r—r—rerrrv—" = 1

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
T(K)

Figura 4.10.1: Constante de reaccion como funcion de la tempera-

tura.

De la Figura 4.10.1, podemos obtener la temperatura aproximada
de disociacion para HCI.

T =~ 1840K

" El valor encontrado esté en el rango reportado en la literatura (Giedt and Jacobs 1983).
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Sistemas de Particulas
Cuanticas

183



Sistemas de Particulas Cuanticas Problema 1

Problema 1

“Gran Potencial termodinamico”

Obtener las siguientes expresiones:

2 gV 2m\3/? [ g3/2
Jo ( ) f de  (5.1.1)

Y="3emz\nz , eFEm £ 1
y

= 2 5.1.2
lP——gU (5.1.2)

Resolucion

A partir de la expresion para la funcion de particion gran candnica
generalizada para ambas estadisticas:

== Hl[l + e‘ﬁ(&‘#)]go ; 0o =11

Luego el gran potencial termodindmico estara dado por:

etz
= Bn_‘

* Expresion obtenida de (Zgrablich 2009).
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Resulta = —fy = go X In[1 + e FEH |

Si consideramos el limite en el continuo de niveles de energias
debemos pasar de una sumatoria a una integral, por lo que reque-
rimos de la densidad de estados D(¢) = [ D(e)de

Entonces tenemos:

gy =go [ D1+ e ]ae
0

3/2
Donde D(g)* = % (Zh—?) gl/?
vV o2m\3/? [
—-BY = g, 4_7r2<?) f gl/2 ln[l + e‘ﬁ(g‘“)]de (5.1.3)
0

I

Si integramos la integral | por partes tenemos:

Llamando

2

du = £Y2ds -»u =3 g3/?

_ﬂ e_B(‘E_ﬂ) —B

_ Bl _pem B
v=nfl£e | »dv=rSewde= mew iy

de

* Puede ser obtenida a partir de la ecuacion encontrada en el Capitulo 2, ecuacion (2.9.2).
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Entonces:

P @ 3/2
1= J; e/2In[14+ e FEMW | de = ggyzln[l + e Bl ]|;o + J. E(L> de

3\eBle-m +1
2 1
I =§(oo)3/2 In [1 e ] =(0)*2In(1 + eP*) + ﬁfmd
~0 ~0
Luego reemplazando en (5.1.3):
1 g0V 3/2 [
‘P:‘Eﬂ ﬁfemsmﬂ
0
2 goV 3/2 s
de (5.1.4
3(211)2 feﬁ(g M41 e ( )
0

Para obtener expresion (5.1.2), consideramos que la energia total
esta dada por:

D(&)de
eB("—"lr‘)il

U= [“edn; donde dn=

y D(g) = _(zh_rzn)3/2 £1/2

Luego:
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——————d¢

1% 2m g3/2
4n2 _ eBle-w + 1
0

3/2 by
4n2 feﬁ(s “)+1d£ (5.1.5)

0

Comparando las ecuaciones (5.1.4) y (5.1.5)

3/2 < 3
feﬁ(e mr1le= Y
0

Por lo tanto, obtenemos:

=73
Problema 2

“Funcion de Fermi”

Mostrar que:

(@)~
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donde f(&T) es la funcion de Fermi. Usando este resultado, mos-
trar que cae a 0.25 parae~ p + keT y que fsube a 0.75 parae ~
- keT. Esto significa que el mayor cambio en f ocurre en un inter-
valo = 2 kgT.

Resolucion

Dado la funcién de Fermi:

1
f(gl T) = eﬁ(s—u)_l_l

Tomando derivada respecto a & tenemos:

df (e, T)  —PefCi)
de  (ePEm +1)2

(5.2.1)

Evaluando (5.2.1) en € = u obtenemos:

de)oe, (22 4

(df>s=u —B P
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Este resultado nos dice que la pendiente de la recta tangente a la
curvade f(g) versus €,en € =, es _4—/3 para T> 0. (Figura5.2.1)

Sabemos que tan 8 = _4—3

f(e) 1.0 5 T=0
2 —T=0
Y que tan(m —60) = —tané
_Co_B
: Luego tan(r—6)=—="*
0519 eeeea--
Co: cateto opuesto
Ca: cateto adyacente
N
0.0 R
u-kpT 1! u+kpT e
Entonces:

Co=f(¢e) —0.5 para(e = u—kgT) o0
Co=05-f(e) para (¢=p+kgT)
Ca=¢—p para(e=p+kgT) O
Ca=pu—¢ para (¢ =u—kgT)
Ademés Co = Catan(m —6) = Ca g
Parae = u + kgT
Ca=pu+kgT — p=kgT

_ . B
Co—kBT4
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05— f(e) = % =0.25

—f(e) = 0.25—0.5 = —0.25

f(e) =0.25

(f(e) decaea0.25parae =~ u+ kgT)

Parae = u — kgT
Ca=u— pu+kgT =kgT

P 1
Co-kBT4 =12
1
f(e)—05= i 0.25
f(e) =0.25+0.5=0.75
f(e) =0.75

(f(e)subeaO.75parae = u — kgT)
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Problema 3:

“Numero de electrones promocionados”

Utilizando el resultado del problema 2 del Capitulo 5 obtener una
estimacion del nimero de electrones en un metal promocionados
desde energias justo por debajo de er 0 energias justo por encima
de er al pasar de T=0 a T, obtener una estimacion del incremento
de energia y, por consiguiente, una estimacion de la capacidad
calorifica. Compara el resultado obtenido semicuantitativamente
con el resultado riguroso dado por la ecuacion:

3 2 (kBT

‘= 2 Nkg— (2= + o(T?
€ =Ny 8F)+0( )

Resolucidn

Vimos en el problema anterior que el mayor cambio de la funcion
f(e) ocurre en un intervalo Ae = 2 kgT.

Se quiere estimar el n° de electrones que modifican su estado al
aumentar la temperaturade T=0a T.

* Esta ecuacion puede ser encontrada en libros de texto.
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f(e) 10

—T:"I N° de electrones que cambian
su estado:

An = D(ep) - Ae
An = D(EF) : ZkBT

0.0

v (2m\3/2
DondeD(sF)zﬁ(h—T) gpl/2 -

Vo2m\*/?
Nede electrones que cambian su estado = P <F> et/ 2kpT

Estimacion de la variacion de energia.

Si bien los electrones en un metal siguen la estadistica de Fermi-
Dirac, en un pequefio intervalo de energia del orden de kgzT, ()
se comporta como una distribucién de Maxwell-Boltzmann y por
lo tanto la energia media de cada electron (por el teorema de equi-

particion de la energia) contribuye con SkBT y teniendo en cuenta

las dos orientaciones del spin®, podemos obtener el cambio de
energia como:

" Puede ampliar el estudio de este tema en (Reif 2009, pag.391).
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AU =(N° de electrones que cambian su estado) - 3kzT
AU = 6D (&) (kgT)?

3/2 )
Dado que N* = #(i—?) e-3/? (n° medio de electrones que

ocupan todos los estados con & < &f)

D(ep):%(h—r?)msﬂz 31
VG e

N

Luego,

Finalmente calculamos la capacidad calorifica:

_ AU AU 9N
AT T 2¢

* Revisar (Zgrablich 2009, pag. 138).
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77.'2 kBT

El resultado exacto es C, = >Nk, (3 s—) = >Nk, (3.29 E)
F EF

N | W

C —-3Nk <3kBT)
20BN e

Comparando ambos resultados encontramos un valor muy cer-
cano al calculado exactamente.

Problema 4

“Presion de un gas de electrones”

Estimar la presion de un gas ideal de electrones a T— 0.

Resolucion

., , . 2U .
Dado que la presion esta dada por P* = 3 Y la energia para un
gas ideal de electrones esta dado por:

* Ecuacion encontrada en los libros de texto (Callen 1985; Zgrablich 2009).
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TV P 2(kBT)2+
— 5 2" Ep

3
U(T > 0) = cNe

Entonces

wl N
ull w
< =

P(T - 0) == =Neg

p=2NEE
5V

Problema 5:

“NUmero de Fotones”

Hallar el nimero de fotones por metro cubico que tienen una fre-
cuencia entre vimax Y 1.05vmax €n un campo de radiacion de cuerpo
negro a 300 K.

* Ecuacion encontrada en los libros de texto (Callen 1985; Zgrablich 2009).
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Resolucion

Dado que vmax €s la frecuencia méxima de la densidad de energia,
tenemos que la densidad de energia esta dada por:

E(v) . 8mhvd 1
2R T

(5.5.1)

La cual nos da el valor de la altura del rectdngulo sombreado en
la Figura (5.5.1), si es evaluada en vmax.

T=300K

[¥)
1

Densidad de Energia e(v,T) J.s x101?

=]

. : : :
0 1x10®  2x108®  3x10® 4x10®  sx1o

v

Figura 5.5.1: Densidad de Energia en funcion de la frecuencia.

* Ecuacion encontrada en libros de texto (Mayer, Joseph and Mayer 1940).
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Por la ley del desplazamiento de Wien podemos calcular el valor

h
de Vmax = —mex — ote ~3
kgT

Luego

_ T _ 138056 x 10222300 K
Vimax = h - 6.6256 X 1()—34-] .S

Viax = 1.8753 x 1013571

Teniendo en cuenta que la energia de los fotones esta relacionada
con la frecuencia por E = hv, entonces la energia correspon-
diente a dn fotones en el intervalo de frecuencias dv es (hv )dny

la energia por unidad de volumen seré: (hv)dvn, por lo tanto, la
densidad de energia estara dada por:

hvdn hv An An 1
S(V)—Vg = VA_V V—EE(V)A\/.

Ahora evaluamos la expresion (5.5.1) de £(v) en vmax

8ThVay ° 1
c3 eBthax -1

E(Vmax ) = =213 x107%s/m3

Luego el n° de fotones en el intervalo vy, v 1.05v,,, €stard
dado por:
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An 1 .
v AVimax E(Vmax)Avi

Av=1.05Vax — Vmax = 0.05v.«

Av =9.3765 x 105!

An
v =1.608 x 1023 m™3

Esto es lo mismo que si calculdramos el area del rectdngulo som-
breado en la Figura (5.5.1) donde la altura h= g(vmax) Y la base b
= Av por unidad de energia hv.

Problema 6

“Gas de Fotones”

Demostrar que la funcion de particion de un gas de fotones es:

[1]

85V (kyT\>
In=E = ( )

~ 45 \hc
Luego mostrar que la energia total de dicho gas se puede escribir
como:
_ 8m°V (kpT)*
15 (hc)3

La entropia esta dada por:
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S =(4/3) (UIT)
Y la presion de radiacion por:

P = (1/3) (UIV)

Resolucién

Dado que la funcion de particion de un gas de Bose-Einstein esta

dado por
- 1—[[1 — B9

L
In= = —Z goIn(1 — e~Flai=m)
B

[1]

Para el gas de fotones trabajamos en el continuo con u = 0:
InE = —f In(1—e~P%) D(v)dv
0

8V v?

Siendo D(v) = S YE= hv

8nlV ®

InE=—-—- In(1 — e=#™) vidv
c
0
Llamando oy > v = (k”i) b
kgT h
h — — (k8T

(m)dv—dx: dv—(h)dx
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Realizamos el cambio de variables

N4 1(1 _x)<k T)Z 2 ksT |
n= = 3 . n e X A X
_ 8aV (kgT\’ [, »
lnu——?(T> jo x“In(1 —e ™) dx

De tablas sabemos que f x*In(l —e™) = —Z—Z

Iz = o V(kB) 5.6.1
n==2 V(%) G610

Luego queremos calcular U:
Dado que ¢ = —%lnE

_9(ByY) _ _9(nE) _  a(nE) dT
Y U= ap ap aT  dp

Derivamos respecto de T la ecuacion (5.6.1)

a(lnE) 8m® , (ks
aT 45 25 V3T (hc)

oT -
B~ F
8m® kg\>
— . 4=
V=5V ksT (hc)
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8n° (kpT)*
y o 8, keT)
15 ° (hc)3

(5.6.2)

Ahora vamos a calcular la entropia:

oy _ d(kpTInE)

dado que S=- = o

Derivamos la ecuacion (5.6.1) multiplicada por kg T, respecto de
T.

S

0 <87r5 (kBT)“‘)

=\ a5 hos

G BTV L Gp)t 48TV T3ks"
"~ 45 (he)® 3 15 (hc)3

Multiplicamos y dividimos por T

_ 418n°V (kgT)*
3T 15 (he)3
U

s=2U (563
=37 663

Finalmente calcularemos la presion de radiacion:
Dado que Y =—-PV =—kgTInE

Usando la ecuacion (5.6.1)
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PV = kT H_81T5V(kBT)4
T (S E
1 [ 8n°V (kpT)*
3| 15 (ho)3
U

P—lU 5.6.4
=37 (5.6.4)

Problema 7

“Gas de Bosones”

La condicién:

A3
—>F 1
. 3/2(1)

siendo v=V/N y A = (h?/2mrkzT)*/? la longitud de onda tér-
mica de De Broglie, no sélo define la temperatura critica para la
condensacion de Bose-Einstein, expresada por la ecuacion:

. 2nth
‘ m(2.612g0v)2/3k3
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sino también el volumen especifico critico:
A3
v, =—
¢ 9oFz/2(1)

Considerando un volumen V — oo, mostrar que el gas de bosones
obedece a la ecuacion de estado:

P _ 9oFs/2 @)

parav > v,

keT A3
P = gOFS/Z(l) arav <
kT A3 p ¢

Y analizar su comportamiento graficamente en el plano (P, v) a
diferentes T. Comparar la condensacion de Bose- Einstein con la
transicion de fase liquido vapor en un fluido clésico.

Resolucion
Dado que ¥y = —PV, y siendo y* = % [ln(l —A) — 9°VF5/2(x)]
Y gokgT kgT
P=—3="5Fpl)———In1-1)

Para V — oo; el segundo término es despreciable obteniendo.

* Ecuacion encontrada en los libros de texto (Callen 1985; Zgrablich 2009).
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P goFs/z(A)
T =T parav > v, (5.7.1)

Dado que para T < T¢; v < V¢ existe condensacion de Bose-Eins-
tein. = A = 1; para que se cumpla la condicion.

p 9oFs/2(1)
= 7.2
T e parav < v, (5.7.2)

Tenemos dos situaciones dadas por las ecuaciones (5.7.1) y
(5.7.2).

Dada la ecuacion:

1, 9o 1_
" A3 F3,,(M) +Vn0
A37, A3

oo g

Aplicando la condicion de V — «

: _ A
Tenemos: F3,,(A) = e

* Ecuacion encontrada en los libros de texto (Callen 1985; Zgrablich 2009).
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3
- 90F3/2(7\)

Y dado que para v > v,;

v (5.7.3)

P _ g ihi
P A—ZFS/Z(x), podemos escribirla

en funcién de v

P goF5,(MN)
kT~ A3F;(0) Fo2()

Reemplazando la ecuacion (5.7.3) se obtiene:

_ ksTFs/2()
v F3/2(7b)

Parav < v, P no depende de v y es constante.

A3 P

— = %
Dadoque v, = =5y == 5 Fs2(D),
P Yo F5/2(1) 1 F5/2(1)
L T A3 F3/2(1) = -
kT A3 Fs/z(l) Ve Fs/z(l)

Siendo F*S/Z(l) = 1341 y F3,,(1) = 2.612

ksT 1kzT
p=-"L_.051~=-2
v, 2 v,

* Funciones finitas y acotadas (Callen 1985; Zgrablich 2009).
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A continuacion, se analiza el comportamiento graficamente en el
plano (P, v). La grafica se ha hecho para el He*, el cual tiene una
masa m = 6.65 x 102'kg.

Fy201=2.612

Figura 5.7.1: Funciones Fs,,(A) y F3,,()) que caracterizan al gas
de bosones.

A partir de la Figura (5.7.1) se pueden obtener los valores para las
funciones Fs,, (L) y F3/, (1) para diferentes valores de A.
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vV
c v
Figura 5.7.2: Isotermas del gas ideal de Bose-Einstein para tres tem-
peraturas diferentes con A ~ 0.998. La linea de trazos corresponde a
Pc Vs V. para distintas temperaturas.

En la Figura (5.7.3) se muestra un diagrama de fase PV para un
fluido clésico.
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Figura 5.7.3: Diagrama PVT", las lineas de trazos son isotermas a
distintas temperaturas.

Se pueden observar las similitudes entre la transicion de fase li-
quido vapor y el condensado de Bose-Einstein Figuras (5.7.2 'y
5.7.3), ambas transiciones de fase de primer orden.

" Grafica extraida de (Reichl 1998).
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Problema 8

“Condensado de Bose-Einstein”

Mostrar que la presion de vapor de un condensado de Bose- Eins-
tein cumple con la ecuacién de Clausius- Clapeyron con un calor
latente de transformacion dado por:

_ §[F5/z(1)
2[F3,2(1)

Este hecho caracteriza a la condensacion de Bose-Einstein como
una transicion de fase de 1° orden.

[rs7

Resolucion
La ecuacion d Clausius-Clapeyron esta dada por:

P 1
dT ~— TAv

La presion de vapor de un condensado de Bose-Einstein esta dada
por la ecuacion (5.7.2):

kgTg
P =5 Fon(1)
2 1/2
Dado que A = (ZmnkBT)
(27rm)3/2

P = (kBT)5/2 w3 9oFs /2 (1)
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Luego,
dP 5 (kgT)¥2(2nm)*"”
aT = EkB 3 goFs/z(l)
dP  Skgg
=3 O

Por otro lado, vemos de la ecuacion:

1 g 1_
;:A_§F3/2(7\)+ S 1os

donde 1y = =Y

A3

ldentificamos v, = ——
€ goFs2W)

y V= %(1—7\)

v, = Volumen especifico en el estado excitado.

vy = Volumen especifico en el estado fundamental.

Cuando las dos fases coexisten A — 1, vemos que

3
Vv, o U, = 2 y vp =0, porloque Av =,
9oF3/2(1)

Reemplazamos en a la ecuacion de Clausius-Clapeyron:

ap 11
dT  TAv Tv,
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5kggo
2 A3

cas

—F5,,(1) =

Luego, despejando | llegamos a:

! 90F3/2 (1

A3

l=5[
2

F5/5(1)

F3/2(1)

=

211

Problema 8






Bibliografia

Callen, Herbert B. 1985. Thermodynamics and an Introduction to
Thermostatistics. 2° Edicion. John Wiley and Sons.

Ferreira, Lucas S., Alvaro A. Caparica, Minos A. Neto, and Mir-
cea D. Galiceanu. 2012. The Rubber Band Revisited: Wang-
Landau Simulation. Journal of Statistical Mechanics: The-
ory and Experiment 2012(10): 1-12.

Giedt, R R, and T A Jacobs. 1983. Further Shock Tube Studies of
HCI Dissociation Rates, The Journal of Chemical Physics 55
4144(1971): 66-67.

Golodets, G.1. 1983. “Heterogeneous Catalytic Reactions Involv-
ing Molecular Oxygen.” In Studies in Surface Science and
Catalysis, 1-878.

Greiner, Walter, Ludwig Neise, and Horst Stocker. 1997. Ther-
modynamics and Statistical Mechanics, 2nd Ed. Springer.

Mayer, Joseph and Mayer, Maria. 1940. Statistical Mechanics. ed.
Inc. John Wiley & Sons.

McQuarrie, Donald A. 1976. Statistical Mechanics. New York:
Harper & Row.

R. K. Pathria, Paul D Beale. 2011. Statistical Mechanics, Third
Edition-Academic Press.

Reichl, L.E. 1998. A Modem Course in Statistical Physics. 2nd
Edition. Inc. John Wiley & Sons.

213



Reif, F. 2009. Fundamentals of Statistical and Thermal Physics.
Waveland Press, Inc.

Zgrablich, Giorgio. 2009. Elementos de Mecanica Estadistica.
Ed. Universidad Autonoma Metropolitana, México.

214



Datos de la Autora

Valeria Cornette nacié en la provincia de Mendoza,
Argentina. Comenz6 sus estudios universitarios en la
Universidad Nacional de Cuyo, donde cursé dos afios en la
carrera de Ingenieria en Petrdleo, pero descubrié que su
vocacion estaba en la Fisica, fue entonces cuando llegé a la
Universidad nacional de San Luis y encontro, en el
Departamento de Fisica, una nueva casa, y asi en el 2003
egresa como Licenciada en Fisica. Posteriormente obtiene el
Doctorado en Fisica en el 2009 bajo la direccién del Dr. Félix
Nieto (ex-Rector de la UNSL). Ha realizado estancias de
Investigacion en la Universidad Federal de Ceard, Fortaleza,
Brasil y en la Universidad de Queensland, Brisbane,
Australia. Actualmente se desempefia como Profesora
Adjunta del Dpto. de Fisica de la UNSL y es Investigadora
Adjunta del CONICET.

Al inicio de su carrera sus trabajos de investigacion se
focalizaron en estudios de Teoria de Percolacion con multiple
ocupacion de sitios. Actualmente el area de investigacion es
la teoria, modelado y simulacién de procesos moleculares en
nanomateriales.

Ademas de su pasion por la Fisica y la Mecanica Estadistica,
es una amante del deporte y ejercicio fisico, como actividades
recreativas, Valeria practica diversas disciplinas como, MTB,
trekking, acrobacia rea en telas, pole sport y yoga.



Esta obra presenta una coleccion de problemas de Mecanica ;
estadistica en el equilibrio, esta dividida en cinco capitulos.
Los primeros tres destacan los fundamentos de los ensam-
bles microcandnicos, candnicos y canodnicos generalizados
sentando las bases tedricas fundamentales de cualquier de-
sarrollo posterior que los utilice como marco de referencia.
Una vez estudiados los sistemas de particulas clasicas se
pasa al desarrollo del equilibrio entre fases y especies quimi-
cas y, finalmente, al estudio de sistemas de particulas cuanti- i
cas. s

La fuente principal de los enunciados propuestos en los dif-
erentes ejercicios puede ser encontrada en el libro de texto
“Elementos de Mecanica Estadistica” de Giorgio Zgrablich, sin
embargo, algunos de estos enunciados también se encuen-
tran en otros libros de Mecanica Estadistica como: “Thermo-
dynamics and an Introduction to Thermostatistics” de Callen,
Herbert B. y “Fundamentals of Statistical and Thermal Phys-
ics” de Reif, F.

Los problemas se ofrecen resueltos con toda puntillosidad
y detalle brindando la posibilidad al estudiante de cotejar la
teoria aprendida en una aplicacion practica, la mas de las
veces de interés propio.
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